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序言 


80 年 代 初 ,北京 师范 大 学 数学 系 硕士 研究 生 的 公共 基础 课 “ 实 
分 析 ” 尚 无 适当 教材 ， 几 位 老师 曾 使 用 过 美国 的 《测度 与 积分 》 
一 书 (R.L.Wheeden & A.Zygmund 著 ， Measure and Integral, 1977 
年 版 ). 这 是 一 本 内 容 详实 的 好 书 . 但 是 深度 对 于 我 们 显得 偏 低 . 
我 们 认真 地 比较 了 当时 国内 外 流行 的 十 来 本 关于 实 分 析 的 书籍 ， 
觉得 它们 各 有 侧重 , 各 有 特点 ,深浅 不 一 . 但 都 不 能 适应 我 们 硕士 
生 的 基础 水 平和 进一步 提高 的 要 求 . 为 了 适应 当代 数学 的 发 展 ， 
为 了 向 研究 生 提供 一 本 适合 他 们 的 基础 水 平 ， 既 介绍 现代 基础 理 
论 ， 又 讲授 现代 基本 技巧 ， 不 仅 适 合 函 数论 专业 ， 也 适合 其 它 非 
函数 论 专业 的 研究 生 的 教科 书 ， 我 们 编写 了 这 本 《 实 分 析 》. 

学 习 这 门 课程 应 该 具有 大 学 数学 系 的 “ 实 变 函 数论 ",“ 泛 函 分 
析 ”,* 点 集 拓扑 学 ”及 “近世 代数 ( 群 论 )” 的 基础 . 这 些 基础 知识 可 
在 参考 文献 [10] ~ [14] 中 找到 . 

全 书 共 两 篇 

第 一 篇 ，Lebesgue 积分 论 , 分 为 两 章 . 其 第 一 章 , 抽象 的 测度 和 
积分 , 是 大 学 本 科 实 变 函 数论 课程 的 直接 继续 和 深化 . 它 以 Euclid 
空间 上 的 测度 和 积分 理论 为 具体 模型 ， 把 实质 抽象 出 来 ， 推 广 到 
一 般 的 集合 上 . 目的 是 使 学 生 把 已 学 过 的 知识 提高 到 新 的 水 平 , 抓 
住 Lebesgue 积分 理论 的 实质 , 在 抽象 空间 上 建立 和 展开 Lebesgue 
测度 和 Lebesgue 积分 的 理论 . 不 仅 这 些 知识 本 身 对 于 各 专业 的 研 
究 生 都 是 必要 的 ， 而 且 这 一 章 能 生动 地 体现 由 个 别 到 一 般 ， 由 具 
体 到 抽象 的 认识 过 程 . 通过 这 一 认识 深化 过 程 ， 学 生 可 以 充分 地 
体会 数学 理论 的 发 展 规律 和 领略 数学 推理 的 优美 技巧 ， 第 二 章 的 


题目 是 测度 与 拓扑 ， 如 果 说 第 一 章 建 立 的 一 般 理 论 是 从 点 集 的 测 
度 构 造 着 眼 来 推广 Euclid 空间 上 的 测度 和 积分 理论 的 ， 那 么 第 二 
章 则 是 从 空间 的 拓扑 结构 与 测度 理论 的 协调 一 致 这 一 角度 来 拓 广 
这 一 理论 的 .这 方面 的 知识 在 大 学 本 科 不 曾 涉及 .而 现代 分 析 早 
已 突破 了 Euclid 空间 的 经 典范 畴 ， 在 一 般 的 局 部 紧 的 Hausdorff 
空间 上 研究 测度 与 拓扑 的 关系 ， 函 数 的 连续 性 与 可 测 性 之 间 的 关 
系 ， 及 各 种 积分 性 质 ， 已 成 为 现代 分 析 的 最 基本 内 容 . 第 二 章 为 
学 生 在 这 方面 提供 最 基本 的 知识 ， 它 将 大 学 实 变 函 数论 课程 中 涉 
及 拓扑 的 基本 内 容 推广 到 局 部 紧 的 Hausdorf 拓扑 空间 上 去 .其 
中 86 还 介绍 了 拓扑 群 上 的 测度 和 积分 . 

第 二 篇 ， 及 ”上 的 实 分 析 ， 着 眼 于 Euclid 空间 上 现代 分 析 的 
基本 理论 和 重要 技巧 的 介绍 ， 这 些 理论 和 技巧 ， 大 多 直接 依赖 于 
Euclid 空间 的 具体 几何 的 和 拓扑 的 性 质 ， 而 不 能 被 概括 在 已 知 的 
抽象 理论 中 ， 学 习 这 些 知 识 ， 对 于 函数 论 专业 的 学 生 固然 是 必须 
的 , 对 于 其 它 专业 的 学 生 也 有 重要 意义 . 进入 这 一 篇 , 我们 从 抽象 
回 到 具体 ， 学 生 能 再 回 到 第 一 篇 抽象 理论 的 最 好 的 实际 模型 中 . 
但 却 必须 学 会 具体 问题 具体 分 析 的 本 领 。 第 二 篇 共 分 五 章 . 第 一 
章 为 “R" 上 的 Lebesgue 积分 ", 中 心 内 容 是 建立 R*" 上 Lebesgue 
积分 的 变量 替换 公式 . 后 面 四 章 内 容 的 侧重 点 是 介绍 R" 上 实 分 
析 的 近代 理论 和 方法 ， 它 们 体现 了 现代 分 析 发 展 中 某 些 最 本 质 的 
东西 .第 二 章 “ L?(R") 上 的 算 子 插值 ” 和 第 三 章 “ 极 大 函数 是 
这 个 近代 理论 中 的 最 重要 的 内 容 . 有 关 它 们 的 应 用 一 直 贯 穿 于 后 
面 第 四 章 “ 卷 积 ” 和 第 五 章 “Fourier 变换 ”之 中 . 我 们 安排 Fourier 
变换 作为 第 五 章 的 内 容 , 是 因为 Fourier 变换 已 在 数学 的 许多 领域 
(如 偏 微分 方程 ， 函 数论 ， 概 率 论 以 及 数值 分 析 等 ) 中 扮演 了 很 重 
要 的 角色 . 

本 书 的 第 一 稿 写成 于 1986 年 ， 于 1989 年 做 了 一 次 大 的 修改 ， 
1995 年 受 本 校 研究 生 院 的 资助 ， 做 为 重点 课程 建设 项 目 ， 做 了 进 
一 步 的 修改 . 在 近 十 年 中 , 两 作者 一 直 轮 流 使 用 此 书稿 为 教 本 , 后 


来 杨 大 春 教授 也 曾 使 用 过 两 次 .书稿 在 教学 中 不 断 修 改 ， 然 而 ， 
由 于 编者 水 平 有 限 ， 仍 难免 有 缺点 和 错误 ， 恳 切 希 望 其 他 同志 在 
使 用 本 书 时 提出 宝贵 的 意见 ， 以 便 作 进一步 的 修改 . 

建议 课堂 讲授 的 总 学 时 为 72, 其 中 第 一 篇 占 40 学 时 ， 第 二 篇 
占 32 学 时 . 

作者 们 对 于 北京 师范 大 学 研究 生 院 、 数 学 系 、 出 版 社 对 本 书 的 
编写 及 出 版 给 予 的 大 力 支持 表示 诚挚 的 感谢 


编者 
1996 年 夏季 


过 


目 录 


第 一 篇 ”Lebesgue 积分 论 . .ii 1 
第 一 章 ”抽象 的 测度 和 积分 

§1 测度 

§2 ”可 测 函 数 ， 积 分 

83 L?(X,A,n) 

84 符号 测度 

45 Radon-Nikodym 定理 

$6 六 测度 ses ee 

$7 乘积 测度 与 Fubini 定理 

第 二 章 ”测度 与 拓扑 .i 75 
§1 拓扑 空间 及 连续 映射 .i 75 
42 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 上 的 连续 函数 .................， 82 
483 Radon 测度 与 Riesz 疾 秽 定 颈 5 86 
和 Iya 定理 97 
35 测度 的 Radon 乘积 (正则 积 ) .i 100 
36… Haar 测度 2 30 a 109 
第 二 篇 ”及 ”上 的 实 分 析 127 
第 一 章 有 ”上 的 Lebesgue 积分 .i 128 
81 线性 变换 下 的 积分 计算 公式 ... 


82 正则 变换 下 的 积分 计算 公式 pp 132 
§3” 球 坐标 下 的 积分 计算 公式 .…… 
$4 ”两 个 重要 不 等 式 的 推广 ee 142 


第 二 章 ”LP(R") 上 的 算 子 插值 …. 147 
§1 Riesz-Thorin 定理 

42 ”Marcinkiewicz 定理 
69 岂 用 


和 溢 杭 Re ES。 
$2 ”人 恒 等 蜗 近 
$3 ”Poisson 积分 ， HL 的 进一步 应 用 .pp 186 


第 五 章 ”Fourier 变换 

$1 LL(R") 上 的 Fourier 变换 ee 
82 L2(R") 上 的 Fourier 变换 
83 ”对 Fourier 积分 的 一 个 应 用 


第 一 篇 Lebesgue 积分 论 


在 大 学 本 科 的 “ 实 变 函 数论 ”课程 中 ， 我 们 已 经 学 过 R* 上 的 
Lebesgue 积分 理论 . 在 这 一 理论 中 ， 首 先 在 R* 上 建立 外 测度 的 
概念 ， 外 测度 概念 的 基础 ， 是 RR* 中 立方 体 的 “体积 ”等 于 它 的 边 
长 的 n 次 方 这 样 一 个 直观 的 几何 规定 . KR" 的 每 个 子 集 都 有 外 测 
度 ， 空 集 的 外 测度 是 零 .， 外 测度 本 身 是 一 个 非 负 的 广义 实 值 的 集 
函数 ， 具 有 可 列 次 加 性 . 建立 了 外 测度 之 后 ， 就 可 引出 可 测 集 的 
概念 .满足 Carathéodory 条 件 的 集 是 可 测 集 . 对 于 可 测 集 ， 其 和 
测度 叫 作 测度 . 空 集 及 R" 本 身 都 是 可 测 集 , 它们 的 测度 分 别 是 从 
和 oo. 可 测 集 的 全 体 构成 这 样 一 个 集 族 ， 它 对 于 集合 的 差 运 算 下 
可 列 并 运算 封闭 . 有 了 测度 的 概念 ， 便 可 定义 可 测 函 数 及 积分 . 
进而 用 所 建立 的 积分 论 对 可 测 函 数 及 可 积 函数 进行 深入 的 研究 ， 
本 篇 分 两 章 . 第 一 章 的 目的 是 将 上 述 Lebesgue 积分 理论 的 实质 性 
内 容 抽象 出 来 ， 在 一 般 的 集合 上 建立 起 测度 的 概念 ， 从 而 把 这 一 
理论 推广 到 一 般 的 抽象 集合 上 ， 使 它 适 用 于 更 广泛 的 对 象 ， 并 得 
到 更 广泛 的 应 用 ， 第 二 章 的 目的 是 将 R" 上 Lebesgue 积分 论 中 某 
些 涉及 拓扑 的 内 容 推广 到 局 部 紧 的 Hausdorf 拓扑 空间 上 . 


第 一 章 抽象 的 测度 和 积分 
81， 测度 


定义 1.1 设 和 是 一 个 集合 ， 丸 是 七 的 一 些 子 集 构成 的 非 空 
的 族 . 若 尺 满足 下 述 条 件 : 


(1) 4,BeR—>A-BeR; 
(2) 4.eR,neN 一 LU 4.eR， 
n=1 


则 称 及 是 XX 上 的 go 环 . 车 A 是 和 上 的 o 环 使 得 Xe 4, 则 称 4 
为 X 上 的 co 代数 . 


很 明显 ，o 环 丸 必 含有 空 集 9. 且 由 于 可 列 交 运 算 可 用 差 运算 
及 可 列 并 运算 表 出 : 


总 0 二 
M4.=U4.-U (Ua-4) 
n=1 n=1 n=1 k=1 


所 以 RR 对 可 列 交 运算 封闭 . 但 及 可 以 不 含有 ,所 以 尺 不 必 对 
余 运算 封闭 .而 o 代数 4 必定 对 余 运 算 封闭 . 


定义 1.2 设 A 是 集 X 上 的 o 代数 . 把 XX 与 4 合 起 来 叫 作 可 
测 空间 ， 记 作 (X, A4). 


我 们 象 在 实 变 函 数论 课程 中 做 过 的 一 样 ,规定 及 = RU{ 一 00, oo0} 
为 广义 实数 系 ， 它 比 实数 系 及 多 两 个 符号 元 素 -oo0,oo, 分 别 读 作 
负 无 穷 和 正 无 穷 , 它们 本 身 不 是 数 ， 然 而 作为 规定 ， 它 们 可 与 实 
数 比较 大 小 并 参与 适当 的 算术 运算 . 这 里 我 们 只 强调 指出 ， 规 定 
零 与 无 穷 (-o0 或 co) 相 乘 的 结果 是 零 . 


定义 1.3 设 尺 是 江上 的 c 环 ，”: 是 尺 到 到 的 单 值 映 射 ( 函 
数 ) 如 果 p(0) = 0 且 9 具有 可 列 可 加 性 ， 即 当 4 ER,neN 且 
AmNAn = 0YV m,ne N,m#n) 时 9( U 4;) = 加 wp(4) 成 立 ， 

n=1 


则 称 ”是 尺 上 的 符号 测度 . 不 取 负 什 的 符号 测度 叫 作 测度 . 如 果 
(X,A4) 是 可 测 空间 ，p 是 4 上 的 测度 ， 则 称 三 元 序 组 (X, .4,1) 为 
测度 空间 ， 设 (X,A,x) 是 测度 空间 ， .4 的 元 叫 4 可 测 集 或 简称 
为 可 测 集 . 

一 个 测度 空间 (X, 4, x) 如 果 使 零 测度 集 的 每 个 子 集 都 可 测 ， 
就 叫 作 是 完全 的 (或 说 p 是 完全 的 ). 
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注 一 个 符号 测度 yp 不 可 能 同时 取 到 值 oo 和 -ce. 不 然 的 话 , 设 
2(4) = 2, p(B) = -co, 则 等 式 p(4UB)+epl4nB) = p(4)+P2(B) 
不 能 成 立 . 

定义 1.4 设 (X,4) 是 可 测 空间 ， 9 是 4 上 的 符号 测度 . 若 > 
只 取 有 限 的 值 ， 则 称 yp 为 有 限 的 . 车 六 可 表 为 4 中 可 列 个 集 
Ek, k € N, 的 并 ， 使 得 ep( 玉 ) ER, ke, 则 称 p 为 cx 有 限 的 . 

例 1 设立 是 集合 对 于 A4CX, 令 


"w= 若 4 是 有 限 集 ， 
co， 车 4 是 无 穷 集 . 


则 ”是 2x 上 的 测度 ， 常 称 为 计数 测度 . 其 中 ， 4 表示 集合 4 
的 势 ，2X 为 由 X 的 一 切 子 集 所 组 成 的 集合 . 


例 2 设 X 是 集合 对 于 4CX, 令 
_ /0， 若 4= 小 
及 二 人 车 4 人 
则 是 2X 上 的 测度 (这 是 一 种 退化 的 测度 ). 
下 面 我 们 讨论 一 下 测度 的 基本 性 质 . 
定理 1.1 设 / 是 co 环 尺 上 的 测度 ， 则 当 4;, Be 及 且 4C 瑟 
时 ， jp(4) < p(B). 
证 KB) = A4)+AGB -4) >AM4). 口 


定理 1.2 设 4 是 o 环 及 上 的 测度 ，{4。}E1 是 尺 的 单调 增 
序列 ， 那 么 
Allim An) = lim p(An). 


证 令 ho=0, Bn = hn 一 An-1,neN, 那 么 


lim A = U B,, 


n=1 


且 Bm nN Bn=0 (m,n Ee N,m#n), Bn € R. 由 测度 的 可 列 可 加 性 
得 


pllim An) = 》 MBn) = im》 p(B) = lim p(An).O 


1 k=1 


定理 1.3 设 4 是 o 环 及 上 的 测度 ， 若 {4w}?21 是 入 中 的 单 
调 降 序列 且 W4i) < co, 则 


A(lim An) = lim p(An). 
证 令 B, = 41 - An 用 定理 1.2, 得 
plim Bn) = lim p(Bn) = lim(p(A1)—p(An)) = pA1) -lim p(An). 
注意 到 


oo 
lim B» = (J (41- 4;)=41- (An = Alim An 
n=1 


n=l 
得 到 


A(A1) ~ pllim An) = p(A41) — lim p(A4n), 
A{(lim An) = lim py(An).0 


注 定理 1.3 的 条 件 y(A1) < oc 是 不 可 少 的 . 例如 对 于 及 上 的 
Lebesgue 测度 m, 及 集 列 {(n, 00)}21 有 


ml(lim(n, co)) = 0 < lim m((n, 00)) = oo. 
定理 1.4 设 / 是 ac 环 及 上 的 测度 ，An ER,neNN, 那么 
A(lim An) < lim p(A4n), 
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如 果 还 知道 4( U 4) < oo, 则 


n=] 


plim An) > lim p(An). 
证 只 要 注意 
lim 4，。 = U 得 =lim( 门 4) 
n=1 k=n =n 
以 及 
Ga 十 
Ea 4,= (UD hr=lim (UY 4), 
n=1 k=n k=n 
U 4 2 An 
k=n 
站 Ak C An, 
k=n 


使 用 定理 1.1 、1.2 及 1.3 便 可 . 口 


习 题 


1. 设 O 是 可 列 集 ， 天 是 9 的 所 有 有 限 子 集 及 它们 的 余 集 所 成 的 
族 . 证 明 下 不 是 o 代数， 然而 下 对 于 有 限 次 的 集运 算 (并 ， 
交 ， 差 ， 余 ) 封闭 (这 样 的 非 空 的 集 族 叫 作 代 数 ). 

2. 设 /是 定义 在 代数 4 上 的 非 负 的 有 限 可 加 集 函 数 ( 即 4,B € 
A, 4NnB=0 一 jp(4UB)= kp(4)+jp(B)). 证明 ,车 {Ai} 
是 4 的 一 个 两 两 不 交 的 集 列 ， 则 


n( U 4,) > 六 ww) 
n=1 n=1 
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举 出 使 上 式 中 不 等 号 成 立 的 例子 . 

3. 设 (X,A,p) 是 有 限 测 度 空间 , 若 1, E2 €E 4A 使 (Ei1AE2) = 0， 
则 视 Bi 与 2 为 同一 个 集 . 规定 dBi, Ez2) = J(B1AE2) 为 El 
与 B2 的 距离 (B1, Po € A). 证 明 (4,d) 是 完备 的 距离 空间 . 


$2， 可 测 函 数 ， 积 分 


定义 2.1 设 -4 是 集 和 上 的 ve 代数 ，EEe A. 设 f 是 定义 在 忆 
上 的 广义 实 值 函数 ( 即 到 RR 的 单 值 映射 ) 如 果 ，vV ae RR, 集 
{z e 巨 : f(z) > a}€ 4, 则 称 f 是 巨 上 的 A 可 测 函 数 (简称 为 可 
测 函 数 ). 
定理 2.1 设 A4 是 集 关 上 的 o 代数，EBeA, 则 
(1) 上 的 只 取 有 限 值 的 4 可 测 函数 全 体 构成 实 线性 空间 . 
(2) 若 了 是 已 上 的 可 测 函 数 ， 则 
f1Smax(f,0)sf vo, 
f Smin(f,0)S — (fA0), 
[fl, lfl? (p > 0) 
皆 为 已 上 的 可 测 函 数 ， 且 若 f(z) 关 0 (Vz e E), 则 计 亦 为 E 上 
的 可 测 函 数 ， 其 中 全 意 为 定义 式 . 
(3) 车 所 是 已 上 的 可 测 函 数 (n€ NN), 则 


sup{fn: n€ N}, inf{fn : n€N}, lim f,, lim fn 


皆 为 上 的 可 测 函 数 . 
(4 若 f 和 g 在 上 可 测 ， 则 fg 在 上 可 测 . 
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证 明 甚 易 ， 从 略 . 
我 们 用 xs 表示 集 的 特征 函数 . 
定义 2.2 设 4 是 集 X 上 的 代数 ，,…, En 是 A 中 必 个 
两 两 不 交 的 集合 ， 使 得 吕 EF; = X, a1,… ,on 是 n 个 互 不 相同 的 
实数 ， 函 数 
ep(z)= aixe(z)，zeX (9 


i=1 
叫做 简单 函数 ， 简 言 之 ，XX 上 只 取 有 限 个 实数 值 的 可 测 (4 可 测 ) 
函数 叫 作 简单 函数 .我 们 把 (*) 叫 作 简单 函数 9 的 标准 表示 . 


定理 2.2 设 f 是 可 测 集 妃 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 存在 一 列 非 
负 简 单 函数 户 ,m e N, 使 得 在 EE 上 ff. 


此 定理 的 证 明 与 “ 实 变 函 数论 ” 课程 中 学 过 的 一 样 ， 从 略 . 为 便 
于 行文 , 我 们 在 下 面 将 大 学 “ 实 变 函 数论 ” 课程 简称 为 《 实 变 》. 


定理 2.3 (Eropos) 设 (X,A,y) 是 测度 空间 ，Ee 4 且 1(E) < 
co, 设 所 是 吾 上 的 可 测 的 py-a.e， 有限 ( 即 在 召 上 去 掉 一 个 凡 
测度 为 零 的 子 集 外 处 处 取 有 限 值 ) 函数 (ne N). 车 { 扩 } 在 上 
kae. 收敛， 那么 ， Ye >0,34CE,AeAh, 使 h(E-A)<e 且 
{fn} 在 4 上 一 致 收敛 

证 明 与 《 实 变 》 同 . 

定义 2.3 设 (X,4,A) 是 测度 空间 ，f 了 和 fi(neN) 是 X 上 的 
可 测 函 数 ， 若 


V5>0, lm p({z EX: |f(z)— f(z)|26})=0 


则 说 所 依 测度 收敛 到 f, 记 作 后 . 


定理 2.4 (F. Riesz) 车 f 各 f, 则 有 子 列 {fn,} 只 1 Jp-a.e. 收 
敛 到 了 


我 们 说 明 ， 术 语 “J 一 a.e” 或 简写 为 “a.e.” 表 示 “ 依 测度 几 
乎 处 处 ” 说 一 个 与 自 变量 有 关 的 命题 yp 一 a.e.( 或 a.e.) 成 立意 即 
在 一 个 k 测度 为 零 的 集 外 的 每 点 处 该 命题 均 成 立 . 

定理 2.4 的 证 明 同 《 实 变 》， 略 . 

在 我 们 这 一 章 的 讨论 中 ,测度 空间 本 身 不 具 拓 扑 结构 ， 无 法 谈 
到 《 实 变 》 中 的 工 yay 定理 . 在 第 二 章 我 们 讨论 拓扑 空间 上 的 测 
度 时 ， 在 适当 的 场合 我 们 会 看 到 JIyara 定理 的 相应 推广 . 

下 面 我 们 来 叙述 一 般 测度 空间 上 的 Lebesgue 积分 理论 . 


定义 2.4 设 (X,A4,p) 是 测度 空间 . 
(1) 若是 非 负 的 简单 函数 ， 有 标准 表示 


n 
> QiXEi， (*) 
i=1 


则 称 半 ap(B) 为 在 XX 上 的 积分 ， 记 为 fv dp 
(2) 著 f 是 X 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 称 


ap{ var: 9% 简单 ， osv< 放 


为 了 在 X 上 的 积分 ， 记 为 fx f dp 
(3) 设 了 是 X 上 的 可 测 函 数 . 车 [x f+ dk 与 [x f- dy 不 同时 


为 co, 则 令 
人 rw/ tan- f fan 


叫 作 了 在 和 上 的 积分 ; 若 此 值 为 有 限 实 数 ， 则 说 了 在 X 上 可 积 . 
将 全 体 可 积 函数 的 集合 记 作 L(X, A,p). 

我 们 清楚 地 看 到 ， 定 义 1.1-1.3 已 经 把 《 实 变 》 课 程 中 讲 过 的 
R"” 上 Lebesgue 测度 的 本 质 抽象 出 来 , 以 这 种 本 质 属 性 为 定义 建立 
了 一 般 测 度 概念 . 以 此 为 基础 ， 定 义 2.4 与 《 实 变 》 中 对 Lebesgue 
积分 的 定义 一 模 一 样 (参阅 《 实 变 》). 因此 ， 往 下 整个 Lebesgue 
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积分 理论 的 展开 就 与 R* 上 的 寻常 积分 论 完全 一 样 . 以 后 我 们 把 
《 实 变 》 中 讲 过 的 R* 上 的 以 正方 体 体积 一 边 长 的 m 次 方 为 基 
础 的 测度 概念 及 相应 理论 称 为 寻常 Lebesgue 测度 与 寻常 Lebesgue 
积分 , 只 是 这 里 测度 空间 没有 拓扑 结构 ， 因 此 ， 和 寻常 Lebesgue 理 
论 中 的 所 有 绪论， 只 要 不 涉及 RR" 的 拓扑 结构 及 R" 的 测度 的 具体 
取 值 方式 , 就 统统 可 以 搬 到 这 里 来 . 我 们 列举 一 下 这 些 结论 . 不 太 
熟悉 这 些 结果 的 读者 一 定 要 补 出 它们 的 证 明 (可 参阅 《 实 变 》). 

定理 2.5 设 (XX,A,y) 是 测度 空间 ， 刀 9 是 关上 的 可 测 函 数 ， 
fx fadp, Jxg9dp 存在 则 

() fg fxf dys fxgap; 

(2) AMX) =0 一 fxf dh=0; 

(3) f=0 -ae. > fxlfldy =0; 


定理 2.6 L(X, A,) 是 实 线性 空间 . 


定理 2.7 (Levi) 设 keN, 大 可 测 且 fi 一 ?2 (kk 一 00). 则 
DIX AN3v Sh 7 ffidp os hrf dp 
Q) LX A 3 of yf fy fidp oa fxf dx: 


定理 2.8 (Fatou) 设 EN，fi 可 测 ， 则 
DIXAN3P ES hy lm fidy < lm fx fedp: 
k=o0 ko 


DLA A PE fx Bm fdp> Bim fx fedp. 


定理 2.9 (Lebesgue) 设 keN, fi 是 A 可 测 的 且 收 敛 到 f. 车 
|fr| < p,vkeN, 有 ype LX,A,p), 则 


ff f fon (k 一 oo). 


定理 2.10 设 f EL(X,A,1) 那么 Ye > 0, 35 > 0, 使 得 
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VY AeEA, 只 要 Jj(4) < 6, 就 有 
人 pa<e 
Xx 
注 以 后 我 们 把 J fx dp 写作 人 du 


习 题 


1. 设 L(X,A,p) 是 完全 的 测度 空间 ， 证 明 : 若 f 可 测 且 f = 
9 pae., 则 g 也 可 测 . 如 果 L(X,A,p) 不 完全 ， 此 事 正确 
否 ? (请 举例 ). 

2. 证 明定 理 2.1 一 2.10, 特别 是 2.7 和 2.10. 


83， 严 CA 由 


定义 3.1 设 (X,A,p) 是 测度 空间 ，f 表示 X 上 的 广义 实 值 4 
可 测 函 数 ，0 < P < ceo. 定义 


DPX A ND = {fF: PEeLOCAAh 
1/p 
Il = leeocaa = { A He) 
He = ,BE sup{l/ (Ol: zsX ~ B), 
LK, hp) = {fF: fe < co 


注 根据 定理 2.5(3), 我 们 把 I?(X,A4,xx) 中 几乎 处 处 相等 的 函 
数 看 成 是 它 的 同一 个 元 素 . 故 可 认为 L?(X.A,h) 的 元 都 是 只 取 有 
限 值 的 函数 . 
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引 理 3.1 (Young 不 等 式 ) 设 * e Co <) 且 w(0) =0, y(t) 严格 
增 ， 若 V(D = p71(), 则 


a b 
Va,b > 0， ws/ od+/ w(t) dat. 
0 0 


证 无 妨 认 为 a > p-1(b) = (0b). 做 Riemann-Stieltjes 积分 之 
变量 替换 : 


b 本 -1(6) 
wow fo wot) dry) 
0 0 
Pb er1(b) 
A a 
0 0 
于 是 我 们 得 到 


a b a 
人 4 Sn 
/ plt) dt + 人 时 一 Pr-I(D)8 二 ue puja 
> vp 1(b)b+b(a— yp 1(b))= ab 
(等 式 仅 当 a = p71(b) 时 成 立 ). 口 
定理 3.2 (Halder 不 等 式 ) 设 


(将 去 看 作 0). 车 f € LP(X,A,1),g € Lr?(X,A,p), 则 fg € 
L(X,A,p) 且 


| lfglap < Iflls: gl. 


证 先 考虑 1<P < co 的 情形 . 
取 
p(t) = #71 (0 <t < oo). 
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其 反 函 数 为 w(t) = tp1. 从 而 


f(z) leg(z)| ， 
|f(z)g(z)| | ou tp -ldt 
0 0 


= (a)P + la) 


1 1 , 
fala < Sg+ lgly 
将 上 式 中 了 换 为 7/| fl。 9 换 为 gjllollw, 注意 到 卢 +} =1, 就 得 
欲 证 者 . 
车 p=1,p' = oo, 则 显然 
J saan < oleh.o 
XxX 


定理 3.3 (Minkowski 不 等 式 ) 设 1<p< o,fg€Lr(XA,p). 
则 
lf + gllp < Nfllp + lgllp. 


证 车 p=1 或 p= oo, 则 显然 有 


f+g| <|fl+lgl, 
If + gllp < lflis + Hlgll». 


设 1<p<o%,p'= 污 ，, 那么 
f+ gp = +olf + oe! < If + g++ gt -lgl 
用 Halder 不 等 式 
f+ gran < Hho lf to 


五 
lols ot an < loln -lf + ol 
和 
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从 而 
Jf + gh dp < (flls + lgllp)lf + gz 


此 推出 


If + gllp < lfllp + llgllp:o 
定理 3.4 设 1<p< oo. L?(X,A,4) 依 范 数目 -|p 为 实 Banach 


空间 . 

证 根据 定理 3.3 可 知 ， (Zz,| |) 是 实 线性 赋 范 空间 . 现 证 其 
完备 性 ， 设 {fn}%21 是 (L?, 上 | lp) 的 基本 列 . 
先 处 理 p = oo 的 情形 . 令 


Ent = {7 EX: |fn(z)— fr(2)| > fn — frllel, ,ke N. 
由 |||w 的 定义 知 p(BEnx)=0, 令 = ,NE 则 A(E) = 0, 在 
X-EL 上 , 
|fn(z)— fi(z) < fn ~ frlw 0 (nk 00). 
由 此 可 见 ， 在 E 的 余 集 E* 上 一 致 地 有 
Jim fnlr)3f (72). 
无 妨 认 为 1 在 上 取 和 零 值 ， 那么 feEL~ 上 且 
f=- fr 一 0 (n2 0%). 
设 1<p< co, 取 子 列 {gk} 吕 1 使 
ligk ~ grrillp < 2 keN. 


无 妨 认 为 gt 只 取 有 限 值 ， 令 


wo 
g=|g|+ Dlgrri — grl 
k=1 
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由 Levi 定理 及 Minkowski 不 等 式 ， 得 
p 
f r= am/ (la + Dolo ~ ol) dp 
x A ， k=1 


n p 
< ,lim (lan 十 之 |lgk+l 一 ml) 
< (lgills + 1)? < o0. 


可 见 g 是 j-a.e. 有限 的 ， 从 而 


ow 
im gn 一 外 十 Zn — ge)sf 


是 ja.e. 有 限 的 (可 在 gn 不 收敛 的 点 处 补充 f 的 定义 ， 使 了 在 
这 些 点 取 值 零 ), 于 是 
lfl<geL?. 


任 给 。 >0, 取 充分 大 ， 使 当 m,n>N 时 
lgm — gnllp < &. 
用 Fatou 引 理 ， 令 n 一 o0 得 
lgm-flp<e m>N. 
可 见 lim |lgr 一 iis = 0, 从 而 lim fn 一 flls=0. 口 


为 了 估计 L? 范 数 ， 有 必要 引入 分 布 函数 的 概念 ， 设 (X, 4, 六 
是 测度 空间 ， f 是 上 -ae. 有 限 的 可 测 函数 ， 我 们 把 


At) =AHA{zEeX: f(x) >t}) (te R) 


叫 作 的 分 布 函数 ， 显 然 ， 和 (t) 是 单调 降 的 并 且 是 右 连 续 的 ( 按 
拓 广 的 意义 不管 Xto) 是 否 有 限 ， 只 要 lim 和 A(t) = 和 (to), 就 称 和 


在 如 右 连续 ). 


14 


定理 3.5 设 (X,A,p) 是 测度 空间 ， 7 为 ya.e. 有 限 的 非 负 可 
测 函 数 ， 入 是 它 的 分 布 函数 ， 那 么 


fre= 0 


( 右 端 为 寻常 Lebesgue 积分 ). 
证 把 证 明 分 为 五 个 步骤 . 


(1) 可 认为 处 处 取 正 值 
(2) 令 Bnk= {zeEX: 每 :< jz)< 去 } 定义 


大 一 1 
fn(7)= Ta 当 z € Enk. 


显然 ， 
X= Ex: 
k=1 


是 不 交 并 ， 如果 ze Enk, 则 因 
Enk = Ent+12k-1U Ent12k; 
z 或 属 Eni12k-1, 或 属 Ent12k. 总 有 


0 < fn(7) < frri(z) = f(7). 


由 Levi 定理 ， 
J fan= sin, fhe 


(3) 用 入 来 表达 fn 的 积分 . 我 们 有 


_v kl 
人 Au 二 /m= pr A(En,k) 


k=1 
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由 于 


Nl eg 
DE) = Dn) 
2 j=k 


k=2 
所 以 
A 是 oo eh 
> 2 Enx)= A( 去 )， 
k=1 和 
i 
hr- 元 ) 


(全 令 wn(D= A( 去 ), 当 te ( 导 !, 去 ] ke N. 那么 
0 < pn(lt) < pn+i(t) < Mt). 


对 于 t > 0, 存在 唯一 的 如 = 页 , 使 1< <t+ 页 . 当 半 一 oc 
时 ， 如 一 寻 . 由 于 入 右 连 续 ， 所 以 


pn(t) = Atn) 一 Xt). 


我 们 有 
人 和 ww = 二 去 (到 
二 pn(t) dt 


EE / pn(t) dt. 
(0,00) 
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上 式 右 端 为 寻常 Lebesgue 积分 . 
(5) 


J san= mm /fra = lim pn(t) dt 
p Sf 


nco J(0,00) 


二 / AD) dto 
(0,co) 


推论 3.5.1 设 fe Lr(X,A,p), 0<p< oo, 和 为 |f| 的 分 布 函 


数 ， 那 么 
f ran=pf A 
4 (0,00) 
证 对 于 t+ > 0， 
{zeX: |fP>t}= {zeX: > 时 
故 由 定理 3.5， 


人 pre 人 A(tM/?) at. 
x (0,00) 


右 端 经 广义 Riemann 积分 的 变量 替换 t= s? 便 得 所 欲 证 者 ， 口 
例 1 设 D 是 不 空 的 集合 ,，f 为 上 的 实 值 函 数 , 设 0 < 了 < oe， 
定义 
fi 
4(1)= {Tr} 


-ED 


ssup{[| 并 1JyGo) 门 ”: 为 的 有 限 子 集 } 
EF 
设 4 = 2 是 A 上 的 计数 测度 ， 那 么 容易 看 册 
Lr(D, A,p) = {f :bp(f) < 02(D), 


并 且 
flls = 如 (人 
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我 们 指出 ， 如 果 如 (7) < oo, 那么 存在 一 个 可 数 集 Mc D, 使 
得 当 zE DM 时 f(z) = 0, 此 时 ， 
4)= (TH) 


zzEM 

因此 ， 当 1<p< co 时 ，4z(D) 依 范 b 成 一 Banach 空间 . 当 
D=N 时 ， 简写 如 (N) 为 如 , 已 为 众所周知 ( 见 任何 一 本 初等 “ 泛 
函 分 析 ” 课 本 ). 

在 LI? 理论 中 ，p = 2 的 情形 有 特殊 的 地 位 ,下面 对 到 (X, A, 4) 
做 些 讨论 . 

在 实 Z2(X,4,w) 上 可 引入 内 积 : 

(f,9) = 人 fgdp. 

依 此 内 积 ， 二 2(X,4,w) 成 为 Hilbert 空 间 . 我 们 一 般 地 对 Hilbert 
空间 做 一 些 讨论 . 

定理 3.6 设 及 是 Hilbert 空间 ， 已 是 五 的 一 个 标准 正 交 系 . 
下 面 五 条 彼此 等 价 : 


(1) 五 是 完全 的 (complete), 即 z 上 五 一 z=0; 
(2) Yze 玖 ,3 可 数 集 TC 瑟 使 zL 人 (已 - 门 且 


基 关 > (zz)z. 


zET 
(3) vz eH, llzl? = |(z, z)|? (Parseval 等 式 )， 
(4) vz,y € H, (z,y) = (Z,2)(z,y) (Parseval 等 式 ). 
(5) 五 的 包含 已 的 最 小 子 空间 在 五 中 稠密 . 
证 设 (1) 成 立 ，ze 五 . 对 于 加 中 任意 有 限 个 元 z1,…,zk, 记 


-7 Zi 21)z 
j=1 
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0<(z—u,z— =e + (2,0) — (wu 7). 


注意 到 
lall? = Do lx, 2)P = (2,), 


j=1 


上 


Zt I(z, zl? < zi 


由 此 可 见 ， 巨 中 与 2 不 让 二 央 交 和 机 四 (见习 题 8), 记 之 


为 {zn}. 那么 
y= D(z,zn)zn EH 


且 z-yL 上 B. 从 而 z=y, 得 (2) 
设 (2) 成 立 ，Yz,ye 及 , 忆 中 有 一 序列 {zn} 使 
z= (zzm)zn， y=) (yzn)an 


记 zn = 袜 (z,zk) yn = Et ar)zx 那么 zn zy 上 
大 一 1 


而 
|(z, 人 一 (zi|=|z — zn,y) + (zn,Y — Yn)| 
<|z—znl lyl+ llznll lly — ynll 


2 从 


< lz—znll(lyl + ly — yn) + ly -yrlllzl 一 0 n2 %. 


注意 到 


n 


(Zn,yn) = D(z, zk)(Y, zk), 


k=1 


就 得 到 (4), 而 (4) 一 (3) 一 (1). 
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证 得 (1),(2),(3),(4) 彼此 等 价 . 
最 后 ， 显 然 ， (2) 一 (5), 反 过 来 ， 设 (5) 成 立 ， 设 z 上 五 , 那么 
7X 上 span 马 , 存在 yn E span 互 , 使 | 一 zl 一 0 (n 一 co), 于 是 


(z,T—yn)= zl < lizll lz 一 ol 一 0 
从 而 z=0, 证 得 (1). 品 


定理 3.7 Hilbert 空间 中 任何 两 个 完全 的 标准 正 交 系 具 有 同样 
的 势 (基数 ). 

证 设 4,B 是 Hilbert 空间 五 的 两 个 完全 的 标准 正 交 系 . 

若 4 是 有 限 集 , 则 4 是 吾 的 Hamel 基 , 而 B 是 线性 无 关 组 ， 
故 B < 4, B 也 是 Hamel 基 ， 所 以 A=B. 

设 4, B 告 为 无 穷 集 , _ 

Vae4i, 定 义 B。= {beB: (a,b) 关 0}. 那么 B。< No. 对 于 
bE B, 由 于 

1= ol? = > ba) 
ac4 


所 以 必 有 某 ae 4, 使 (6,a) 关 0, 即 bE Bo. 于 是 


B= UB.. 


a€EA 
由 此 得 B < Noa = 有 ,交换 4,B 的 位 置 ， 得 A4=B. 口 


定理 3.8 设 五 是 Hilbert 空间 ， 矿 必 有 完全 标准 正 交 系 . 
证 显然 ， 的 每 个 单位 元 构成 一 个 单元 素 的 标准 正 交 系 . 
把 五 的 一 切 标准 正 交 系 都 收集 在 一 起 ， 作 成 一 族 下. 在 大 上 定 
义 偏 序 : 车 4, BE , 4 C B, 则 规定 4 < B. 在 这 个 偏 序 之 下 ， 
每 个 链 (全 序 子 集 ) 都 有 上 界 (车 D = {4} 是 和 的 全 序 子 集 ， 令 
M = 此 4 则 M 是 D 的 上 界 ). 用 Zorn 引 理 ， 得 知 下 有 极 大 
€ 


元 , 记 为 M. M 必 是 完全 的 . 因 若 不 然 , 由 定理 4.5(1), 存在 re 也 ， 
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关 0 且 zLM. 将 下 商 
M 为 极 大 元 矛盾 . 口 

定义 3.2 设 是 Hilbert 空间 ， 瑟 的 完全 标准 正 交 系 的 势 叫 
作 刀 的 正 交 维 数 简称 维 数 . 


9 设 妃 是 Hilbert 空间 ， 那 么 ， 存 在 一 个 集合 也 ,使 五 
妃 ) 等 范 同 构 . 

取 人 D 为 H 的 完全 标准 正 交 系 . 

对 应 于 每 个 ze 五 , 定义 一 个 函数 广 : 


并 入 M 将 成 为 下 的 一 元 ， 它 大 于 MM, 与 


fz(z)={7,2, vzE€ED. 
显然 ， 广 e @(D)( 见 例 1), 且 


wf ={ DP 


zED 


={ Dp} 


zED 
映射 T: z 忆 廊 是 线性 的 ， 且 由 定理 3.6(4) 


vr,y€H, 
(7,9) = 2 (2, 2)0, 2) 


zED 


= f(z): (2)E(fo, fy). 


zED 


可 见 映射 了 是 保持 内 积 的 . 
设 fe 8D). 6(1) = ( Bl)F ) 证 


z= > f(z)z. 


zED 
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注意 ， 这 个 级 数 是 依 九 范 收敛 的 ,定义 是 合理 的 . 那么 re 及 
且 (zz) = ,可见 T(z) = J, 从而， 映射 是 满 射 。 当然， 工 
是 单 射 ， 我 们 证 明了 在 映射 了 之 下 ， 五 与 2(DD) 同 构 等 范 ， 口 


定理 3.10 设 D 是 不 空 的 集合 .。 [2(D) 上 的 有 界线 性 泛 函 L 
可 表 为 内 积 : 唯一 的 ge L?(D) 使 得 |L| =L2(g) 且 
L(f)= (1,9), vf et:(D). 
证 设 feD, 令 


1 当 z=&， 
0 当 z #6, z ED. 


那么 Xe € 人 2(D). 记 L(xe) = ak. 任 取 a1,…,ak EC 及 两 两 不 同 
的 6,…,& ED. 设 


Xe(z) = { 


k 
f= Daixs, 
i=1 
那么 
A 
|Z(J) = ia6| < ZI 62(f) 
j=1 


上 
-Il (Por) . 
j=1 
俏 取 a = te,, 则 见 到 
大 1/2 
(Boor) st 
因此 1 
{ 寺 zxaoP} ”<lzl 
teD 
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定义 


g(é) = L(xe), € ED. 
那么 ge lz(D) 且 lz(g) < LI. 对 于 fe 如 (D), 依 人 (D) 范 有 


了 = 》 f(t)xe: 
EEDD 
因此 和 
L(f) = 》 (OZ0e) = > 1(G)9(09). 
teD teD 
右 端 依 定义 恰 为 (f,9). 可 见 
L(f) = (f,9). 


用 H6lder 不 等 式 ， 
IZ(F)| < £2(f): £2(9). 


从 而 上 < 《2(9), 所 以 Ll| = 4z(9).D 
由 定理 3.9 和 定理 3.10 得 


推论 3.10.1 设 互 为 Hilbert 空间 ， 工 是 互 上 的 有 界线 性 泛 
琢 . 则 存在 唯一 的 ge 五 , 使 得 


vfeH, Lf)= (由 9) 


定理 3.10 以 及 推论 3.10.1 都 叫 作 表示 定理 ， 冠 以 F.Riesz 的 姓 
氏 . 


习 题 
1. 设 0<p<1. 在 LP(X,A,1) 上 定义 二 元 函数 d: 


d(f.9) = 人 jf -gl dp, fg e I?(X, An). 
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证 明 (L?,d) 是 完备 的 距离 空间 . 
2. 设 f EL”(X,A,p). 证明 


fl = inf{fa > 0: pl{z EX: |f(z)| > 0})=0}. 


Co 


. 车 fe Lr(X,A,n) 对 一 切 pe [lco) 成 立 ， 则 
fl = lim fl. 
2 一 oo 


4. 设 几 是 Rn" 上 的 寻常 Lebesgue 测度 ，p,g e (0,o0) 且 pq. 请 
找 一 个 Je L?(R")\ La(R"). 

.Vitali 收 和 敛 定理 : 设 pe [i,00), {fn} Cc LI?(X,A,p) 且 fn 一 
f 4-a.e. 有 限 ， 如 果 
(1D) Ye >0,3hAc€ A,y(Ae)< oo, 使 


a 


/ Ifrl? du <e, VneN; 
A 


(2) 关于 nn 一 致 成 立 着 


|? d, 0 
,有 有 p= 


那么 fe€L?(X,A,p) 有 lim |f -frllp =0. 

6. 作为 Hilbert 空间 ， Z2(R") 的 正 交 维 数 是 No. 

7. 设 Hilbert 空间 五 的 正 交 维 数 为 d, 证 明 五 可 分 的 充 要 条 件 是 
d < No. 

8. 设 瑟 是 由 某 些 正 数组 成 的 集合 . 若 巨 > No. 则 从 至 中 可 取出 
可 列子 集 {fan : "EN}, 使 
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84， 符 号 测度 


这 一 节 讨 论 符号 测度 的 分 解 及 其 与 测度 的 关系 , 引入 绝对 连续 
与 奇异 的 概念 . 
(一 ) 符号 测度 的 分 解 


定义 4.1 设 yp 是 可 测 空间 (X,.4) 上 的 符号 测度 . 如 果 Pe 
满足 下 述 条 件 : 


vEeA, y(PNE)>0,. 


则 称 PP 为 p 的 正 集 一 yp 的 正 集 叫 作 % 的 负 集 . 既 正 又 负 的 可 
测 集 叫 作 零 集 - 


引 理 4.1 设 y 是 可 测 空间 (X,A) 上 的 符号 测度 ， 那 么 
(1) 车 EE,F eh, 上 且 vp(E)> -0%0,FCE, 则 


¥(F) > 一 ooi 
(2) 若 4 e 4，4。 刀 4, 则 
Jim ep(4n) 一 2(4); 
(3) 若 Be Ah, Bn4B 且 |p(Bi)|< co, 则 
Jim 9(Bn) = p(B). 


证 结论 (1) 由 等 式 p(E) = yw(F)+ wp(B 一 下 ) 推出 ， 结 论 (2)， 
(3) 的 证 明 分 别 与 定理 1.2 及 1.3 同 . 口 
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定理 4.2 设 ” 是 可 测 空间 (X,A) 上 的 符号 测度 ， 已 4. 若 
y(E) > 0, 则 存在 集 Se 4 使 得 Sc E,w(S) >0, 且 3 是 9 的 正 
集 . 

证 由 引 理 4.1(1) 知 ， 瑟 的 每 个 可 测 子 集 下 皆 使 p(F) > 一 oo- 
车 不 是 正 集 ， 则 存在 自然 数 


=min {keN: 3Aeh ACE, v4) < -i} 


以 及 Eh 所 CB 使 p( 所 ) < 一直. 那么 
“ye(m 


o(B-F)= 0(E) -p(B) 2p(E) + >0. 


若 忆 -所 是 正 集 ， 则 定理 的 结论 已 成 立 . 车 一 不 是 正 集 ， 
则 存在 自然 数 


1 
m=min{kEN: 3AeA AcE-h, v(4) < -i} 


以 及 本 Eh, 下 CB- 所 ,使 -00<y(F2) < -十 . 那么 nm > ma 
且 
1 1 
plE- Fi—F)> wv(E)+—m—+— >0. 
n1 n2 


若 已 - 玉 - 丈 是 正 集 ， 则 定理 的 结论 已 成 立 ; 车 马 ~ 忆 一 刁 不 
是 正 集 ， 则 可 以 对 瑟 - 五 -了 丽 重 复 上 述 步 骤 . 
继续 这 样 做 下 去 ， 将 有 两 种 结果 ， 一 是 有 限 次 以 后 ， 得 到 一 个 
正 集 w 
E-\JE=5s, 
j=1 
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使 (3) > 0, 从 而 证 实 了 定理 的 结论 ; 另 一 种 结果 是 ， 这 个 步骤 水 
无 休止 那么 就 得 到 一 列 两 两 不 交 的 可 测 集 Fi, ke N, Fe C EE， 
及 单调 增 的 自然 数 的 子 列 {nk} 忠 1, 使 


k—1 
m=minfjeN: 34€eh, AcE-(Jn, 


i=1 
k—1 1 
(US < -让 
—%< vy(F)< -去 ， 
其 中 ， 规 定 UL Fi =0. 令 5= 忆 -UR Fi. 那么 


1 
¥(S)>p(E)+) 一 >0. 
k=1 人 


由 于 


大 


-wo < UR)=De(r) < -Di, 
k=1 k=1 k==1 
所 以 Wim mk = oo. 且 由 nx 的 定义 知 ，Y4e.4 4Cc53, 皆 满足 


而 e(4) > -i Sm >2. 


nk 
可 见 p(4) > 0. 这 就 是 说 ， 5 是 正 集 、 口 


定理 4.3 (Hahn) 设 是 可 测 空间 (X,.4) 上 的 符号 测度 ， 那 
么 , 存在 Pe A, 使 得 忆 为 vp 的 正 集 且 P*=X 一 PP 为 yp 的 负 集 . 
此 种 分 解 叫 作 Hahn 分 解 ( 简 记 作 (P,P°)), 它 依 下 述 意 义 是 唯一 
的 : 若 存在 另 一 个 Hahn 分 解 (只 , Pf), 那么 对 于 任何 4e .4 有 


2(Rn4)=wPnah p(PrNA)= vy(P° NA). 
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证 无 妨 认 为 p 不 取 +ec ( 即 Y4Ee.4, ep(4) < oo). 令 
a=sup{fp2(4): 4 为 正 集 } 
并 取 一 个 正 集 序列 {4k} 尼 1, 使 


im ep(4k) = a. 


则 显然 已 , 是 正 集 ， 且 


a> ylPnri) > op(Pn) > p(An) 


由 引 理 4.1(2) 知 


vy(P)= ,im v(Pr) =a<o. 


假若 P° 不 是 负 集 ， 则 存在 Ee A, EC Ps, 使 得 p(E) > 0. 用 
定理 4.2, 知 存在 Se A, SC E, S 为 正 集 上 且 p(S) > 0. 那么 SUP 
为 正 集 且 

9%( SUP)=92(3S)+2(P) > a. 


这 与 a 的 定义 不 合 . 可见 Pe 为 负 集 . 
车 另 有 正 集 Pi 及 负 集 PF, 那么 PAP = (PN PE) uCPin Po) 
必 为 零 集 ，PeAPF 亦 为 零 集 由 此 证 得 Hahn 分 解 的 唯一 性 ， 口 
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定义 4.2 设 ” 是 可 测 空间 (X,4) 上 的 符号 测度 .YY 巨 .4， 
p+(E)= sup (4 已 )， 
AEA 
¥ (E)= sup{-p(ANE)}, 
AEA 
lel(B) = p+(E)+ v-(E) 
分 别 叫 作 yp 在 EE 上 的 正 , 负 变 差 及 全 变 差 . 


定理 4.4 设 是 可 测 空间 (X, 4) 上 的 符号 测度 ， 若 PP 分 
别 为 p 的 正 集 与 负 集 ， 则 YEeA 


yt(E)=v(ENP), 
¥ (BE)= -yp(ENP'). 
证 对 于 已 的 任何 可 测 子 集 已 有 
yp(F)= (FNP)+¥(FNP®) < yp(FNP) < p(BNP,), 


P(F) > p(FNP®) > ep(Bn Po)D 


定理 4.5 (Jordan) 设 v 是 可 测 空间 (X,.4) 上 的 符号 测度 ， 那 
么 
9 = 9+ 一 6. 
证 据 定 理 4.3, 设 (已 Pe) 是 Hahn 分 解 . 用 定理 4.4,VY Ee A 
y(E)=y(ENP)+ (ENP°)= p+(E)— yp (E).0 


Jordan 分 解 定理 告诉 我 们 ， 符 号 测度 必 为 两 个 测度 ( 它 的 正 变 
差 与 负 变 差 ) 的 差 . 
车 fe L(X, A4,|yl), 则 定义 


fsa0= fap { fav-. 
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(二 ) 绝对 连续 与 奇异 的 概念 

定义 4.3 设 (X,4) 是 可 测 空间 ， 上 和 ” 是 符号 测度 .如果 
VEe hlpl(E)=0 = v(E) =0, 则 说 > 关于 /绝对 连续 ， 记 作 
vk. 


例 1 设 (X,A,y) 是 测度 空间 ， f E L(X, A,p). 令 
"(= /fan vaeh 


那么 > < 


定义 4.4 设 (X,A) 是 可 测 空 间 ，y 和 vw 是 符号 测度 ， 如 果 存 
在 AE 4h, 使 
ll(A)=|vl(4°)=0 
则 说 jp 与 v 是 相互 奇异 的 (也 说 公关 于 > 奇异 ), 记 作 4 上 六 


例 2 设 (X,A,p) 是 测度 空间 ， 是 (X, 4) 上 的 符号 测度 ， 
忆 e A, y(E) = 0. 定义 


yp(A)=V(ANE) vAEA. 


那么 pL 上 k. 

定理 4.6 设 (X,.4,4) 是 测度 空间 ，v 是 (X,A,) 上 的 有 限 符 
号 测度 ， 那 么 v < 的 充 要 条 件 是 : Ye>0 35>0V4e4 
HA(4) < 5 一 |x(4)| < e. 

证 充分 性 是 明显 的 . 

假设 条 件 不 成 立 ， 也 就 是 说 ， 3so > 0, Y5 > 0, 34e 4 
HU(4) < 5. 但 |v(4)| > so 那么 34k € A, p(Ak) < 2-* 上 且 
Iv(Ak)|> so (kEN). 令 A= dm Ak, 那么 


oo 


6 
VkeN, (A) < ( U 4 < 


n=k n=k 
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从 而 w(4) = 0. 
由 于 v 是 有 限 的 ， 所 以 


WW = (m4) > Bm MI(A) > eo 


这 表明 v 不 是 绝对 连续 的 ， 从 而 证 得 条 件 的 必要 性 . 口 


例 3 设 人 是 及 上 的 寻常 Lebesgue 测度 ， 定 义 v, 在 每 个 几 零 
集 上 v 取 零 值 , 在 每 个 y 正 测度 集 上 v 取 co 值 . 那么 v 是 测度 ， 
v < k, 但 显然 不 满足 定理 4.6 所 述 的 条 件 . 这 说 明定 理 4.6 中 去 
掉 v 有 限 的 限制 ， 结 论 中 条 件 的 必要 性 不 成 立 . 


定理 4.7 设 (X,A,p) 是 测度 空间 ， wv 是 (X, 4) 上 的 符号 测 
度 . 那么 v 上 的 充 要 条 件 是 : Ye >03EeAhwnE)<e 且 
|vI(E°) < e. 

证 必要 性 是 明显 的 . 

设 所 述 条 件 成 立 ， 那 么 ，3 EB € A, 使 


HEx) <2°*, |vl(EE) < 2-*. 


令 2= lm E. 那么 jy(2Z)=0 且 


wo ow 
2°=U NB 
n=1 k=n 
> 一 一 
|z|(22) = ,im xn Ee) < ,lim Ivl(E) =0. 
可 见 上 人 


习 题 
1. 设 (X,A) 是 可 测 空间 ，j,v 是 它 上 面 的 两 个 符号 测度 . 证 明 : 
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(4< 和 zz 且 / 上 > 的 充 要 条 件 是 /= 0; 

gv vp Kv hv; 

(3) 集合 {p : p 是 (X,A) 上 的 有 限 符号 测度 且 p < vv} 与 集合 
{wp : 9 是 (X,.4) 上 的 有 限 符号 测度 且 p 上 >} 都 是 实 线性 空间 . 
2. 设 (X,A,p) 是 有 限 测 度 空间 ， {vn}21 是 4 上 的 一 列 有 限 测 

度 , 且 wn < k. 证 明 : 如 果 对 于 每 个 EEA, lim vn(E) =v(E) 

都 是 有 限 的 ， 那 么 

(1) 诸 wn 关于 4 一 致 绝对 连续 ， 即 

加 a 

关于 meN 一 致 成 立 . 

(2) ”是 有 限 测度 . 

提示 : 考虑 距离 空间 (4,d), 其 定义 如 81 习题 3 ,证明 vn 在 

(4,d) 上 连续 ， 任 给 。 > 0, 考虑 集 族 


Amn = {EE A: lun(E)—vm(E)| < e}, mneN 


如 = 门 4 neRN， 
mn2>p 
用 Baire 纲 定理 . 

3. 设 (X,A) 是 可 测 空 间 ， {vn] 人 21 是 一 列 非 零 有 限 符号 测度 ， 
使 得 对 于 每 个 已 A，,lim vn() = v(E) 存在 有 限 .证 明 v 是 
有 限 符号 测度 。 
提示 : 令 HE) = 沁 各 网 2-". 用 习题 2 习题 2 的 结论 可 扒 


n=1 


广 于 有 限 符号 测度 . 
4 设 0 Amm) (ne NN) 是 测度 空间 . 令 h == 并 mn, 则 上 是 


(X, 4) 上 的 测度 . 
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5. 举例 说 明 ， 存 在 符号 测度 v 及 可 测 集 B, 使 v(B) = 0 但 已 不 
是 零 集 . 
6. 设 v 是 可 测 空间 (X,4) 上 的 符号 测度 ， 证 明 : VEe 4， 


bl(B) = sup{ DBE): B= E, Be eh, 
k=1 k=1 
当 k 7 时, Bk N E; = $; neN}. 
7. 设 是 可 测 空 间 (X,.A) 上 的 有 限 符号 测度 ， 证 明 : 


vEeh 人 (有 = sp{| [sa : f eL(X, hu), Hl < 中 


85， Radon-Nikodym 定理 


设 (X,A) 是 可 测 空间 ， yp 是 4 上 的 符号 测度 . 由 84 知 ， 
9 =pt 一 yp-. 其 中 p+ 与 9 是 测度 旦 至 少 有 一 个 是 有 限 的 ， 显 
然 ， ( 见 定义 1.4), 命题 “p 是 有 限 的 ”等 价 于 “pt+, p- 都 是 有 限 
的 ”; “yp 是 c 有 限 的 ”等 价 于 “p+,p- 都 是 co 有限 的 ”. 


引 理 5.1 设 上 和 vw 都 是 可 测 空间 (X,A) 上 的 有 限 测度 ， 若 
v < hp, 则 存在 一 个 4 可 测 函 数 9 使 g(X) C [0,1) 且 Vfe 


了 工 2(X A, p+v) 
hsre=f fort f mu 


证 对 于 feEL?(X,A4,p+v) 定义 


L(f) = 人 jd 
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那么 
于 
zols (人 Pa) VOD < VA cst 


可 见 ， 工 是 L2(X,A,p+v) 上 的 有 界线 性 泛 函 .那么 由 表示 定理 
(推论 3.10.1), 存在 he ZL2(X, 41+z) 使 得 Vf EL2(X,A,p+v) 


L(f) = 人 fhad(n+v). 
令 A= {zeEX:h(z) <0}), 那么 
og Le =u = hant 


由 此 可 见 (w+)(4) =0. 
令 EB= fzeX: h(z)>1}. 因 xs EL2(X,A,p+v), 故 


og nuB) < {xehan= xs)- xeher 


as] xXxza(l—h)dv <0. 
Xx 


可 见 p(B) =0. 由 于 v < 所 以 v(E)=0. 
令 g=hxsowe's 则 g(X)C[0,1) VfeL?(X,A,p+v) 


fre=f trapt r= | foan+ ro 


定理 5.2 (Radon-Nikodym) 设 jv 都 是 可 测 空间 (X,A) 上 的 
有 限 测度 , 若 v < yy, 则 存在 非 负 函数 fo Ee L(X, A,y) 使 得 对 于 一 


dv = du. 
fs / ffodp 
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特别 地 ，v A € A 
A)= 
rw = four 
证 设 9 是 如 引 理 5.1 所 述 的 函数 . 如 果 f 是 有 界 的 非 负 可 测 
函数 ， 则 Ym EN 
(1+g+:+g9" 1)f € LI(X, A, p+ wv). 


用 引 理 5.1, 得 
frateto a- ga = /tat to fod 
bs XxX 


fa- {ES 


令 n 一 co, 用 Levi 定理 ， 得 


/iu=- 人 全/ 


代入 f=1, 知 TEL(X,A,p). 令 fo= 1 与. 得 


/yw = 人 ana 


定理 5.3 (Radon-Nikodym 定理 ) 设 J,v 是 可 测 空间 (X,4) 上 
的 vc 有 限 测度 . 车 v < k, 则 存在 唯一 的 ( 按 1-a.e. 意义 ) 有 限 值 
非 负 4 可 测 函 数 万 , 使 

(1) 对 于 一 切 非 负 可 测 函 数 f 及 一 切 fe L(X, 4,v), fx fdv = 
fx ffodp; 

(2)v AEA,v(A)= ffodp. 


证 由 于 y,v 是 co 有限 的 ,所 以 XX 可 分 解 为 一 个 两 两 不 交 的 可 测 
集 列 {En}221, 使 得 jp(En) < co, v(En) < oc. 定义 jn,vn (n€ N): 


VAEA, pn(A)=p(ANE,), vn(A) =v(ANBE,) 


即 
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那么 jn,vn 是 (X,A) 上 的 有 限 测度 ， 且 vn < pn. 对 pin,vn 用 定 
理 5.2, 知 有 非 负 有 限 值 可 测 函 数 户 , 使 得 对 于 一 切 非 负 可 测 函 数 


上 
人 f dun = 人 ffa dm 


令 力 = 三 xs ， 易 见 ， 万 是 非 仙 有 限 值 可 测 函 数 ， 用 Levi 
定理 ， 得 知 ， 对 于 非 负 可 测 函数 记 成 立 着 


fw- /m= hr 


n=1 


-区 人 ae 人 和 如 


人 一 上 


p> J sha 


n=1 


由 此 推出 结论 (1), 于 式 中 代 于 f = x 就 得 到 结论 (2). 

天 的 唯一 性 是 明显 的 口 

定义 5.1 定理 5.3 中 的 函数 有 叫 作 迟 关于 4 的 Radon-Nikodym 
导数 ， 记 作 此 亦 常用 记号 


dv = fodpy 及 v= fop 


表示 这 一 关系 . 

注 有 的 书 上 在 Radon-Nikodym 定理 及 Radon-Nikodym 导数 
的 名 称 前 面 也 冠 上 Lebesgue. 

对 于 符号 测度 p, 在 84 曾 定 义 过 


vierco ho), f fa0=f sap+ - far-. 


用 R-N 定理 及 Hahn 分 解 定理 , 可 推出 关于 符号 测度 的 相应 结果 . 


定理 5.4 设 (X,.4,w) 是 c 有 限 测度 空间 ， 2 是 (X,A) 上 的 o 
有 限 符号 测度 . 车 < py, 则 存在 只 取 有 限 值 的 可 测 函 数 fo, 使 得 
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(D vf eL(X, A,lp)), fx f ap = fx ffodp; 
(2)v AeA, wv(A)= ffodp 
(3)v Ae A, lpl(A)= ffoldp, 

且 这 样 的 有 i 在 J-a.e. 意义 下 是 唯一 的 . 


证 由 Hahn 分 解 定 理 ， 及 定理 4.4, 知 有 PeAh, 使 YEe A4. 


p+(E)=p(ENP), p-(E)=—p(ENP°). 


ANP={ENP: Ee A), 
ANP°:={ENP°: Ee A}. 


分 别 在 (P,ANP,p) 和 (P*,ANn Pr,p) 这 两 个 c 有 限 测度 空间 上 
对 w+ 贸 人 和 9- 祥 人 /使 用 定理 5.3, 知 有 已 上 的 有 限 值 可 测 函 数 
全 和 Pe 上 的 有 限 值 可 测 函数 f6 使 


vfeL(P,ANP, yt+), J saw: = | Hie, (a) 
vrelpsAnpsp), f fa = Hii tb) 
那么 ，vV fe L(X,A,|p|) 有 


人 ie- 人 -人 = 人 -人 yue 


据 (a),(b), 得 
J sa0= /天 和 -人 入 好 (0) 


ns de 
ly -fr(z) 当 ze Pc. 


定义 
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从 (c) 看 到 


人 ya= 人 ffodp. 

证 得 (1), 从 而 亦 证 得 (2). 结论 (3) 同样 从 (a),(b) 推出 。 口 

类 似 于 定义 5.1, 定理 5.4 中 的 fo 叫 作 ”关于 人 的 R-N 导数 ， 
记 作 加 = 鸳 或 dp= fodp,wp=fo:k 

推论 5.4.1 设 p 是 (X,-4) 上 的 v 有限 符 号 测度 ， 那么 ， 存 在 
可 测 函 数 有 i 使 

(DYfeLX Aleh Jrfap= 庆 Jodleli 

(2) Vv AEA, p(A4) = | fodlvl; 

(3) |fol =1. 

证 显然 ,，p < |pl, 用 定理 5.4, 存在 加 EL(X,A,|pl), 使 (1),(2) 
成 立 . 

令 4={fz: |fo(z)| < B={z: |fo(z)| > 1. 用 定理 5.4(3)， 


ol) = folate tolB) = ae 
可 见 
f -tael=0= [ (fl Davh 
A B 


从 而 
lel(4) = |pl(B) = 0. 
将 有 在 A4UB 上 的 值 改 为 1, 得 结论 (3). 口 
注 我 们 可 直接 从 定义 证 明 ，v f € L(X,A,|wl) 


/se < /la 


用 推论 5.4.1 此 式 可 如 下 推 得 : 


/ro = ee < /alael= /raw 
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定理 5.5 (Lebesgue 分 解 ) 设 (X,A,p) 是 o 有 限 测 度 空间 ，“ 
是 (X,4) 上 的 c 有 限 符号 测度 . 那么 v 可 唯一 地 分 解 为 两 个 c 有 
限 符号 测度 之 和 : v= 十 v2, 使 之 pv2 二. 

证 先 假 定 v 是 测度 

由 定理 5.3, 从 v 和 4 二 > 知 存在 非 负 可 测 函 数 fi, 使 


Vf EL(X,.A,v), f= f fatr). 


如 果 存 在 e > 0 使 FS{z €E 六: fo(z) > 1+e} 满足 (4+v)(F) > 0， 
那么 , 由 于 y+v 是 oc 有限 的 , 一 定 存 在 4CF, 使 0< (p+v)(4) < 
oo, 于 是 


fx w= f xalnt 


v(4) = 人 fod(p+5) > (1+e)(p+)(4), 
(1+e)p(A)+ev(A) < 0. 


这 表明 (4) = v(4) =0. 这 与 (p+ 小 (4) > 0 矛盾， 这 就 证 明 
(p+)({2: fols) >1)) =0. 
令 访 =min(jo,1). 那 么 0< 廊 <1 且 
v fe L(X, hv), sw= fiatr) 
令 B={z: f(z) = 二 }. 任 取 Cc B,CeA 只 要 
A(C) < %, v(C) < oo， 
就 有 
“0)= xew= fant = nC) + uC). 
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可 见 K(C) = 0. 由 此 ， 据 p,v 的 c 有 限 性 ， 推 出 KB) = 0. 
定义 vi,v2 如 下 : 
VAEA, vi(A)=v(ANMB°), v2(A4) =v(ANB). 
那么 ，z,zz 都 是 c 有 限 测度 ， 且 


VvV=U+v2. 


易 见 v2(B°) = 0, 从 而 v2 上 此. 
设 Ae 4, pn4) =0. 
如 果 v(4) < oo 的 话 ， 必 有 


mm) = v(4nBo) = [ odntn)= fh 


从 而 
/ (1 一 户 )dz =0. 
4 一 吾 


由 于 在 4 一 B 上 1 有 大 于 零 , 所 以 v(4 一 B)=0, 即 vi(4)=0. 

如 果 v(4) = oo, 由 于 v,vi 是 o 有 限 的 ， 那 么 从 已 得 的 结果 仍 
推出 vi(4) = 0. 

这 样 一 来 ， 我 们 证 得 v1 < 4. 

设 v 是 符号 测度 ， 对 vt+,v- 用 已 得 结果 ， 有 x+ = vt 十 以 ， 
v= 二 vi 十 ,使 

vt pv Kp vt lu vi Lp. 

由 于 zx+,z- 当中 , 至 少 有 一 个 是 有 限 测度 , 所 以 一 vi 与 v 一 
都 是 c 有 限 符号 测度 ， 分 别 记 之 为 vi 和 vz, 那么 v= 十 v2 是 


合乎 定理 要 求 的 分 解 . 
Lebesgue 分 解 的 唯一 性 是 明显 的 ， 口 


此 处 提醒 读者 ， 在 考虑 唯一 性 问题 时 ， 由 于 我 们 处 理 的 是 广义 
实数 ， 所 以 从 三 十 放 = 丰 十 雁 及 下 = 下 还 不 足以 断定 v2 = wv. 
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下 面 , 作为 R-N 定理 的 一 个 应 用 , 我 们 来 讨论 ZP(X, A, 1) (1 < 
p< co) 的 对 偶 空间 . 


定理 5.6 设 1<p<o0,3+ 志 三 1 (规定 去 =0). 设 (X,4,p) 
是 vc 有 限 测 度 空间 ， 那 么 对 于 每 个 Le [L?(X,.A,p)]*, 存在 唯一 的 
9 E LY (X, A,p), 使 得 


Vf e Lr(X,A,p), Lf) = / fap Bllglp = al 


证 先 考虑 LA(X) < co 的 情形 . 定义 p: VA EA, wp(4) = L(XA). 
那么 


lp(A)| < llelllxalle < INCe(4)jPA 
< lllu(X)Y? < oo0. 


设 A= 总 A 诸 hk Ee 4 且 征 此 不 交 ， 那 么 由 4 的 加 性 知 


Lv 
由 于 机 
“(VU. A) = JU L(Ak) = 0 (m 一 oo). 
所 以 m 
?Uh) 70 m0 
从 而 


¥(4) = > (4 
k=1 
证 得 p 为 有 限 符号 测度 ， 且 明显 地 p << 
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用 定理 5.4, 存在 g EL(X, 4 站， 使 得 V4E 4 
we0= [san= f xaga = ec). 
由 此 可 见 ， 对 于 任何 简单 函数 f, 绾 成 立 
4(f) = 人 fodp. 


下 面 先 处 理 1 < p < co 的 情形 ， 取 非 负 简单 函数 hy (ke N)， 
使 hx 这 |gl, 并 令 . 


gk =hp -lsgng (ke N). 
那么 gs 是 简单 函数 ， 
1/p 
de) = [Bolan < aonhs = tal( fas) 
同时 ， 由 于 hv < |gl, 所 以 
/an < lox). 


这 样 ， 我 们 推出 
hxllp < Il， 


令 上 一 oo, 据 Levi 定理 ， 得 
llgll < lal. 
现 设 p=1,Y AEe 4, 令 ha = 二 Xsgng, 那么 
(ha) = J lgl dp < lel haall < lella(A). 
由 此 推出 ge L? = 且 |lglle < al. 
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总 之 ，ge I7', ligllp < lell, 且 对 于 简单 函数 f， 
ep)= [soar. 


现 设 fe Lr?(= L?(X,A,p)). 那么 存在 简单 函数 fk (Ke N), 使 
fs — flls 0 (k 二 00). 从 而 


4(f) = £4(f — fi) +&(f:) 
=4(f -fi) +/ 0 = Deap+ { four 


令 上 一 oo, 注意 到 人 (f 一 天) 二 0 及 fx(f 一 了 )gdp 二 0, 得 到 
en)= fa 


由 此 ， 用 H6lder 不 等 式 ， 得 


leCAI < lfllpllgllpe. 
由 此 证 得 | < llglip 
与 前 面 的 结果 合 起 来 ， 证 得 jl| = llglw 
9 的 唯一 性 是 明显 的 . 


当 W(X) < co 时 ， 定 理 的 结论 已 证 实 . 

对 于 w(X) = co 的 情形 ， 由 于 /是 vc 有 限 的 ， 对 X 作 有 限 测 
度 的 可 列 并 分 解 ， 利 用 已 得 结果 过 渡 到 极限 情形 便 证 得 定理 的 结 
论 . 口 

我 们 指出 ， 在 我 们 的 论述 体系 中 证明 R-N 定理 时 用 到 了 
空间 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 定理 . 所 以 从 逻辑 上 来 说 ， 定 理 5.6 的 
证 明 只 对 于 p 隆 2 有 效 . 

根据 定理 5.6, 在 等 距 同 构 的 意义 下 我 们 写 (17)* = Lr?" (1 < 
p< oo). 


习 题 
1. 设 (X, 4,p) 是 测度 空间 ， 定 义 v: 


z(4) =0， 当 py(4)=0, 
z(4) = oo 当 HA4) > 0. 


证 明 (X,A,p) 是 测度 空间 ， 且 > < yp. 对 于 jp,v, 找 一 个 使 定 
理 5.3 结论 成 立 的 fo. 
2. 证 明 链 式 法 则 : 设 jo, pi,p2 是 (X,A) 上 的 go 有 限 测度 ， 且 
kh2 jis hi < po, 那么 jy2<pyo 且 
dp dpa ,dh 
dupo dp dhno 
3. 设 Jv 是 (X,A) 上 的 c 有限 测度 ,满足 v14 且 p<<v. 证 
明 : 


ko — a.e.. 


di d, du、 
#00e, 有 = (PE) ae 
此 处 ja.e. 与 v-a.e. 是 一 样 的 . 
4. 设 4={4CR: min(4,4°) < No}. 证明 4 是 o 代数 定义 
Lv 如 下 : 


A， 当 4< Nu， 
oo， 当 A> No; 


z(4) = { 当 4< No, 
oo， 当 4=Ni. 


vV4e 4 “0-{ 


那么 y,v 都 是 (了 , 4) 上 的 测度 . 请 证 明 v < 但 R-N 定理 在 
这 种 情形 下 不 成 立 . 
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5. 设 (X 4,4) 是 o 有 限 测度 空间 ，1 <p < o,f 可 测 . 令 


r={s: lglw < 1 p({z EX: g(a) #0) < 有 


人 ma 存在 } 


其 中 是 p 的 共生 数 ， 即 上 + 工 = 1， 革 = 0. 证 明 
p 了 Do 


Wp =sup { /for: 9 ef}. 
6. 请 详细 写 出 定理 5.6 当 jy(X) = oo 时 的 证 明 . 


86， 外 测度 


这 一 节 分 成 五 段 ， 其 中 第 (五 ) 段 可 以 不 读 . 


(一 ) 由 外 测度 导出 测度 

定义 6.1 设 X 是 集合 ，M = 2X, 设 yw* 是 人 M 上 的 广义 实 值 
集 函 数 ， 满 足 

(1) vAEM,p*(A)>0; 4°(0) =0; 

(WACB—> pA)Sp (B); 

(3) 已 = 总 号 一 As BB). 
称 放 为 XX 下 的 外 测度 性 质 @ 称 为 可 列 次 加 性 . 

车 pr( 王 ) < oo 称 jp* 为 有 限 的 ; 车 对 于 每 个 i EN 存在 i, 使 
得 j*(Ei) <oo0 并 且 久 = UB 则 称 j* 是 oc 有 限 的 . 
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例 1 R"” 上 的 Lebesgue 外 测度 
称 形 如 T={zeRnr:a<zri<a+l'i=1l…,z} 的 集合 
(其 中 诸 ie 有 R, Li e (0,co)) 为 Rw 的 矩形 .为 方便 ， 空 集 0 也 叫 
作 和 矩形 ， 其 边 长 为 零 . 
规定 了 具有 体积 4 …, 记 作 |. 
YE C R" 定义 
mB) =inf{ Ii: 天 为 下 形 UJ 入 25) 


k=1 k=1 
集 函 数 m* 是 “ 实 变 ”课程 中 已 详细 讨论 过 的 Lebesgue 外 测度 . 
定义 6.2 设 p* 是 久 上 的 外 测度 车 巨 CX 满足 下 述 以 数学 
家 Carathéodory 的 名 字 命名 的 条 件 : 
(C) vACX, (4)=u(ANE)+1(ANE') 
则 称 五 为 p* 可 测 集 . 


定理 6.1 设 j* 是 关上 的 外 测度 ，A4 为 y* 可 测 集 之 全 体 ， 那 
么 A 是 ao 代数. 设 p 是 jy* 在 A 上 的 限制 , 则 (X,A4,p4) 是 完全 的 
测度 空间 ， 称 4 为 yj* 导出 的 测度 ， 也 称 (X, A, jp) 是 pj* 导出 的 . 

这 个 定理 可 按 下 述 步骤 进行 证 明 : 

(1) 设 生 ， hz eh, 证 明 A1n hze A; 

(2) 用 数学 归纳 法 证 明 下 述 

引 理 6.2 设 Ak € A, hkn 4 一 0(k 关 四 记 4= 0 A 那么 


oo 
VE CX, p(E)=D (ENA) + (ENA). 
k=1 


于 上 式 中 代替 以 EN 4, 得 


HENA)= Dp (EN A:), 
hl 
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从 而 4e .4. 

(3) 用 (1), (2) 的 结论 ， 证 明 (X, A4,p) 是 完全 的 测度 空间 ， 

这 些 步骤 ， 在 实 变 课程 中 建立 Lebesgue 测度 时 已 实施 过 ， 这 
里 不 再 重 述 . 


我 们 看 到 , 例 1 中 m* 导出 的 测度 m 就 是 R" 上 的 寻常 Lebesgue 
测度 ， 是 我 们 在 实 变 课程 中 详细 研究 过 的 . 

为 了 进一步 研究 R" 上 的 外 测度 及 其 导出 的 测度 ,特别 是 为 了 
介绍 及 上 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 我 们 先 一 般 地 在 距离 空间 上 
讨论 一 下 与 距离 有 关 的 外 测度 . 


定义 6.3 设 (X,d) 是 距离 空间 ， yp* 是 六 上 的 外 测度 ， 若 p* 
满足 下 述 条 件 : 
(d) VE1, E2 C X, 当 


p(Ei, E,) def nf{d(z1, 22) : ZT71€Bi, 72€ Ea}>0 
时 p(B1UE2)= p(B1)+p*(B2), 则 称 jp* 为 X 上 (或 (X,d) 上 ) 
的 距离 外 测度 . 


定义 6.4 设 (X,d) 是 距离 空间 . X 中 的 全 体 开 集 生成 的 o 代 
数 记 作 B( 即 包含 全 体 开 集 的 最 小 c 代数 ), 叫 Borel 代数 ， 

应 该 说 明 ， 关 于 Borel 代数 的 定名 ， 目 前 尚 无 统一 的 规定 ， 例 
如 ， 有 的 书 上 定义 全 体 紧 集 生成 的 o 代数 为 Borel 代数 ， 而 全 体 
开 集 生成 的 o 代数 为 弱 Borel 代数 . 


定理 6.3 设 1* 是 距离 空间 (X,d) 上 的 距离 外 测度 ， 人 可 测 
集 之 全 体 记 为 4, 则 4 2 B. 

证 我 们 证 明 ， 开 集 是 y* 可 测 的 . 

设 G 是 开 集 ，G 头 义 . 对 于 子 集 4c G, 令 


A = {se 4: p({z), 6°) > 让 keN. 


47 


显然 ， 4k 六 4. 令 
万 = 41，Bk+l = Arti— Ak, kEN. 


那么 ， 有 不 交 并 分 解 式 : 


4=4U( U ), Vk e N. 


j=k+1 


据 可 列 次 加 性 ， 


(A) SAr)+ > p(B;). 


j=k+1l 
如 果 BB) < oo 的 话 ， 令 小 o0 将 得 到 
A (A) < lim p°(Axk). 
考虑 到 4 2 4k 及 pv* 的 单调 性 ， 就 推出 
L(A)= lim p*(Ak). 
设 (a) =o0, 对 于 k>3, 有 


4k 了 U Br-2j, 
0<2j<k 
4k 了 U Br-2j-1-: 
0<2j<k-1 
由 于 p(4j, Bj;+2) > 0, py* 为 距离 外 测度 ， 所 以 
pA"(Axr) > > pH* (Br-2i), 
0<2j<k 


A)> DD p(Be-2j-1). 


0<2j<k—1 
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从 而 


天 
1 
(4) > p°(Ar)> 5 (Bi) 一 oo (ko 00). 


证 得 p*(4)= dm A (Ae). 

对 于 任意 的 ECX, 记 ENnG=h,ENnG°*=B, 令 hk={ze 
A: p({z},G°) > 让 }, ke N. 那么 p(4k,B) > 0， 

HE)>p(ArUB)=p" (hr) + p(B). 
令 上 二 00, 根据 前 面 已 得 的 结果 ， 得 到 
WH(E)> 1°(A)+p°(B). 

这 就 证 明了 开 集 G 满足 条 件 (C), 从 而 G e A. 

由 于 B 是 包含 一 切 开 集 的 最 小 c 代数 ， 所 以 Bc A. 口 


关于 外 测度 ， 我 们 引入 

定义 6.5 设 1* 是 无 上 的 外 测度 ， (X,-4,A) 是 p* 导出 的 测度 
空间 ， 

如 果 YE CX, 34e.4, 使 


ECA pu(E)= 4p(4), 
则 称 y* 是 正则 的 (regular). 


(二 ) RR 上 的 Lebesgue-Stieltjes 外 测度 


设 了 是 及 上 的 实 值 单 调 增 函 数 ， 对 于 有 限 区 间 (a,8] C 有, 定 
义 
Ms((a,8]) = f(6) ~ f(a), 
当 4a =b 时， 我 们 认为 (o, 中 二 


49 


对 于 4 C 及, 定义 


k=1 


A;(4) = af{ DO NCax, Bb) : LUoxi2 外 
k=1 
由 此 定义 知 ， 人 7(@) = 0. 


那么 ， 根 据 定义 6.1, A} 是 及 上 的 外 测度 .我 们 称 之 为 由 了 决 


定 的 L-S 外 测度 ， 由 它 导出 的 测度 记 为 AP, 叫 作 由 f 决定 的 L-S 
测度 


定理 6.4 入} 是 正则 的 距离 外 测度 . 
证 分 成 两 步 . 


(1) A; 是 距离 外 测度 . 


设 及 ,CR, p(Bi, 2) = 5 > 0. 为 写 起 来 简便 ， 用 A* 代表 
入. 我 们 来 证 明 


MN’ (BiU E2) > M(B1) +A*(E). 
显然 ， 只 须 对 和 *(BlU Es) < oo 的 情形 进行 证 明 . 
Ve > 0, 3 一 串 I = (ak,bx], 使 


UU (er, 8x] 2 (Bi U Ez), 
k=1 


Us)- flar)] < A (BU Es)+e. 
k=l 


将 每 个 I 等 分 成 有 限 个 半 开 区 间 (ci, 轨 ], 使 得 d; -ci; < 6, j= 


1,…,m 二 mk. 那么 


m 


Ul,d]=, 


j=1 


Df(a;) 一 Ac]] = Fr) — flax). 


i=1 


根据 这 个 事实 , 我 们 一 开始 就 可 以 认为 每 个 I 的 长 度 (bk 一 ak) 都 
小 于 5. 
令 
MN={keN: INE #0), 
Ns={kEN: INE,z#0). 


由 于 | 天 | < p(B1, EB2),k€ RN, 所 以 NinNz=0. 于 是 


U hk3B, Uh BE. 


kEN1 kEN> 
我 们 得 到 
N(BiU BE)+e> 》 (f(b) f(a) + (f(b) -Fa 


KENi kEN2 
> A"(E1) + A (E>). 
(2) ^* 是 正则 的 . 
我 们 来 证 明 ， 事 实 上 ，VYBE CR,3BeB 使 ECB 和 且 入 *(E)= 
A(B). 
对 于 每 个 ke N, 找 一 品 半 开 区 间 {(e 如 使 间 (ewb > 已 
且 oo 
D0) fad < NE) + 2. 


i=] 
记 Bk = 冲 (ast, 显然 BeeB. 令 B= 门 Bi, 则 EcBeB， 
i=1 k=1 
且 WkEN, 人 (EB) <A*(B) < "(Bk) 注意 到 
N° (Be) < DUG) ~ fod] < A(E)+ i 
i=1 


我 们 推出 和 *(B) < A*(E), 从 而 和 *(E) = 人 (B). 品 
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(三 ) Lebesgue-Stieltjes 积分 


设 了 是 开 上 的 实 值 单 调 增 函 数 ， ^* 是 f 决定 的 工 -5 外 测 
度 ， 它 导出 测度 空间 (R, .4,A). 我 们 已 经 证 明 ^” 可 测 集 全 体 一 o 
代数 4, 包含 着 Borel 集 的 全 体 一 5 代数 B. 将 ^ 限制 在 8 上 ， 
(RR, B, 信 ) 亦 为 一 测度 空间 . 

由 定理 6.4 的 证 明 看 到 ， 

v4 eA,3BeB, 使 


ACB, A(A4)= A 人 (B). 


也 就 是 说 ， 4 = 如 -2 A(Z) = 0. 由 此 可 见 ， 4 与 8 实际 上 并 
不 差 多 少 . 然而 B 的 结构 比 4 明白 得 多 . 

我 们 说 到 L-S 积分 指 的 是 测度 空间 (RR, A, 信 ) 或 (R,B, 信 ) 上 的 
积分 ， 其 中 ^ 是 由 一 个 单调 增 有 限 实 值 沙 数 导出 的 L-S 测度 . 


定理 6.5 设 j 是 及 上 单调 增 右 连续 实 值 函数 ， 9 是 及 上 的 
有 办 8 可 测 函 数 ， 若 在 有 限 区 间 [a,b] 上 Riemann-Stieltjes 积分 


用 gdf 存在 ， 则 
b 
foxes =/ gdf. 
证 (A) 先 证 明 ， 对 于 有 限 区 间 (c,d]， 
As((e,d])= f(d) - f(c) = Xs((e, d)). 
下 面 我 们 略 去 Ar 的 下 标 f. 显然 ， 
A(cd))= AA"((c,d) < fF(d) - 79 
任 给 < > 0, 存在 一 串 I = (ak, bk] 复 盖 (c,d] 使 得 


> Une)- flar)] < A(e,,d]) +e. 
k=1 
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由 f 的 右 连续 性 知 ， 存 在 以 > bx, 使 
f(bk) < f(bk) < f(bk) + 2 Ke. 


对 于 任意 的 ce (c,d), 显然 {I} 复 盖 [a,d]. 从 而 {(ok, 狼 )} 复 盖 
[o, 吉 . 用 有 限 复 盖 定理 (此 处 用 到 民 的 局 部 紧 性 质 ), 知 存在 N € N， 
使 得 Ry (ak; 鸣 ) 2 [a,d]. 那么 ， 明 显 地 

=} 


N 
YU) ~ fan)] > f(d) - f(a). 
ksel 


同时 ， 


N oo 
DCG) — flan)] < DFCbk) — fan)] +e. 
k=1 k=1 


因此 
fld) — fla) < Df (bx) — flar)] +e < (c,d]) + 2e. 


k=1 
令 a 一 ct 及 e 一 0. 得 
f(d) — f(c) < A(c,d)). 
(B) 设 T 是 [a,4] 的 一 个 分 法 : 
0=0<E1 < <on=b 
相应 的 R-S 上 和 与 下 和 分 别 是 
Uv(T)= Dir — f(zi-1)], 


L(T) = >》 milf(zi - f(zi1)), 
i=1 
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式 中 


Mi = sup{g(z): ze [zi-lzil}， 
msi 一 inf{g(z) : ze [zi-1, 7)}. 


那么 
g91 之 9 过 92， f aarz [ganz [wan. 
R R R 


由 于 (A) 中 已 证 的 结果 ， A((zi-bzil) = f(zi) -f(zi-1), 所 以 ， 
从 简单 函数 积分 的 定义 知 


U(T) = 人 gidA，L(T) = 人 gz dA 


因此 
U(T) > J sa > LT). 
R 


由 于 g 关 于 /在 [a,9] 上 R-S 可 积 ， 故 当 分 法 7 的 模 趋 于 零 时 ， 
U(T) 与 L(T) 同 趋 于 J/*gdf. 那么 从 上 面 的 不 等 式 证 得 


[sw= /sana 


在 (二 ),( 三 ) 中 我 们 已 经 看 到 一 个 由 外 测度 产生 测度 的 实例 ， 并 
在 一 定 条 件 下 得 到 了 L-S 积分 与 《 实 变 》 中 已 讨论 过 的 R-S 积 
分 的 关系 .在 这 个 例子 中 ， 当 f 取 恒 等 函数 ， 即 f(z) = > 时 ， 我 
们 就 回 到 了 寻常 的 Lebesgue 测度 . 


54 


下 面 再 介绍 一 个 外 测度 导出 测度 的 例子 , 这 就 是 R* 上 的 Haus- 
dorf 外 测度 . 


(四 ) Hausdorf 外 测度 
设 a>0,e>0.. 对 于 4cCR", 若 4 关 8, 则 定义 
H(A) = mr {5 Pa): U 4 2 4 5(4y <e} 
k=1 
其 中 6(Ak) 表示 RR” 的 点 集 4k 的 直径 ， 即 
6(Ak) = sup{lz 一 外 : zy € R"}. 
定义 
Hoa 0 im, HE(A) Ac R", 4 天 由 
Ha.(0) = 
容易 验证 ，H。 是 R* 上 的 正则 的 距离 外 测度 ， 叫 作 Hausdorf 
外 测度 ， 它 导出 的 测度 也 以 Hausdorff 的 姓氏 命名 . 
容易 证 明 ， 当 a =n 时 ， Ho。 与 Lebesgue 外 测度 m* 等 价 ( 即 
存在 c>c >0, 使 Y4 C RR", 成立 着 cH,(A4)> m*(4) > cHn(A)). 
而 当 a > n 时 ，H。 =0, 所 以 Hs 的 独特 功能 全 在 于 0<a<n 
的 情形 . 


关于 H。, 我 们 不 拟 详 述 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 《 Measure and 
Integrals 》 (R.L. Wheeden & A. Zygmund) 


(五 ) 由 测度 导出 外 测度 ， 再 导出 扩张 了 的 测度 


前 面 我 们 谈论 的 测度 ， 都 是 在 o 代数 上 定义 的 ， 如 果 去 掉 o 
代数 的 可 列 可 加 性 而 只 保证 有 限 可 加 性 ， 它 就 成 为 代数 . 在 代数 
上 可 定义 与 测度 具有 同样 性 质 的 广义 实 值 集 函 数 ， 可 仍 称 之 为 测 
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度 ， 我 们 下 面 为 了 区 别 ， 称 之 为 准 测度 . 有 了 准 测度 ， 可 以 导出 
一 个 外 测度 ， 这 个 外 测度 再 导出 一 个 测度 ， 这 个 测度 必 是 原来 的 
准 测度 的 扩张 .这 一 段 的 目的 就 是 来 描述 这 样 一 个 扩张 测度 的 过 
程 . 

定义 6.6 设 X 是 集合 ，A4 是 XX 的 一 些 子 集 所 成 的 非 空 的 集 
合 ， 如果 

(1) Ae A=—> A°€A, 

(2) h1,.……, Ak E A (k € N) —> 上 AiEA 

i=1 

则 称 4 为 X 上 的 代数 . 

定义 6.7 设 A4 是 关上 的 代数 . 设 4 是 代数 A4 上 的 非 负 广义 
实 函数 ， 满 足 

(D p(0) = 0， 和 

(2) 若 A € A,(kEN),AiNMA;=0,k2j, 且 UU Ak € A, 则 

k=1 


x( U As) = 》 Ap(4h)， 
=1 k=1 

那么 称 上 为 (X,A) 上 (或 A 上 ) 的 准 测度 . 

准 测 度 4 的 “有 限 ” 与 “c 有 限 ”概念 与 定义 1.4 同 . 

定义 6.8 设 和 是 (X,A) 上 的 准 测度 . 

YE CX, 8(E)= ant { Dan): 4k EA, Ua>4} 

k=1 k=1 

非常 明显 ， 和 * 是 外 测度 ， 叫 作 由 准 测度 入 导出 的 外 测度 . 


定理 6.6 设 入 是 (XX,A) 上 的 准 测度 ， 和 * 是 入 导出 的 外 测度 ， 
A* 是 和 * 可 测 集 族 . 那么 
(1) vA € A, (A) = A(A), 


(2) 4C 4*. 

这 个 定理 的 证 明 是 容易 的 ， 留 作 习题 . 

定义 6.9 设 》 是 代数 4 上 的 准 测度 ， 忆 是 包含 4 的 代数 ， 
4 是 史上 的 测度 . 若 w 在 4 上 与 入 相同 ， 则 称 人 是 入 的 扩张 (从 
4 到 工 的 扩张 ). 

定理 6.7 (Carathéodory-Hahn 扩张 定理 ) 设 入 是 (X,4) 上 的 准 
测度 ， 和 * 是 和 导出 的 外 测度 ， 》* 可 测 集 族 为 A*. 那么 

(1) 入 是 和 (从 4 到 A*) 的 扩张 . ; 

(2) 若 和 是" 有 限 的 ， 则 对 于 任何 c 代数 M, 只 要 4C AM C 
人 入 从 4 到 At 的 扩张 就 是 唯一 的 ， 即 X* 在 M 上 的 限制 . 

证 (1) 即 定理 6.6. 

设 p 是 入 从 4 到 M 的 扩张 . 因 入 是 vc 有限 的 ， 故 XX 可 表 为 
不 交 并 : 

和 = >》 St Se€ A, AMSk) < co keN. 
k=1 
对 于 EeM, 令 
E:=ENS:, keN. 


对 于 任何 一 串 集 4) < A, 只 要 UA; 2 EE, 就 有 
AMER) < Dp(4;)= AA;). 
从 而 
HAE) < N (Er), keN. 

同时 ， 

HAS — Ek) < XM“(Sk — Ex), 

P(Ek) + (Sk — Er)= p(Sk) = A(Sk) 

=N(Sk) = NE)+A (Sk — Er) < oo. 
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所 以 
HA( BE) = A(E:), keN, 


(BE)= DAEr) = NE) = A(E).0 
k=1 k=1 


由 扩张 定理 ， 结 合 (二 ) 中 的 讨论 ， 立 即 得 到 两 个 推论 . 


推论 6.7.1 若 测度 空间 (R, B,y) 与 (R,B,v) 在 每 个 有 限 区 间 
(ob 上 都 满足 
4((a,b]) = v((a,b]) < oo. 


则 p=. 


推论 6.7.2 设 (R,B,4) 为 测度 空间 ， 人 在 有 限 区 间 上 取 有 限 的 
值 ， 那么 ， 必 存在 单调 增 右 连续 实 值 函 数 f, 使 f 决定 的 L-S 测 
度 在 马上 与 人 相同 . 


这 两 个 推论 的 详细 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 我 们 这 里 只 建议 一 
个 证 明 的 思路 . 

设 4 是 包含 一 切 半 开 区 间 (a,4] 的 最 小 代数 ， 那 么 4 实际 上 
由 形 如 (oo0,a], (a 如 ,(b, 十 oo) 的 区 间 的 有 限 并 及 空 集 组 成 ， 相 应 
于 B 上 的 测度 内 可 定义 函数 


x((0,z]))， 当 z>0, 
f(z)= 1 0, 当 z= 0， 
-HU((0zj)， 当 z<0. 
容易 验证 ， /是 单调 增 右 连续 实 函 数 . 然后 ， 如 (二 ) 中 那样 定义 
Xj. 这 里 作为 极限 情形 ， 在 等 式 Xy((o, 如 ) = f(b) 一 f(a) 中 允许 a,b 
取 无 穷 值 那么， 可 以 验证 ， 这 个 Xy 是 4 上 的 准 测 度 . 由 此 ， 使 
用 定理 6.7, 便 可 证 得 两 推论 . 
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加 


cn 


到 


三 


习 题 


. 设 wr 是 关上 的 正则 的 外 测度 ， ,CX 且 EnC Enti. 求证 
A 


. 证 明定 理 6.1. 
. 证 明 : 定理 6.5 去 掉 了 右 连续 的 条 件 就 不 再 成 立 ( 举 出 反例 ). 
. 证 明 本 节 (四 ) 中 定义 的 H。 确实 是 RR* 上 的 距离 外 测度 ， 并 且 
是 正则 的 . 
. 证 明 本 节 关 于 测度 扩张 的 定理 6.6. 
. 设 f 是 R" 上 的 单调 增 绝对 连续 函数 ， 人 jy 是 它 决定 的 L-S 测 
度 ， 用 mm 表 寻 常 的 Lebesgue 测度 则 Ay < m. 
. 验证 一 下 ， 如 果 了 是 依 上 的 恒 等 孙 数 , 即 Flz) = z, 则 Ar = mm 
(寻常 Lebesgue 测度 ). 
设 妨 是 又 上 的 外 测度 ，(X,A4,J) 是 jw 导出 的 测度 空间 ， 设 
人 导出 的 外 测度 是 ji. 证 明 : 
() 好 > Ai 
(2) 对 于 集 瑟 CX, p*(E) = pi(B) 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 
AEA, 使 得 EcA 且 4(4)= pj*(E). 
由 此 可 见 ， 若 pr* 是 正则 的 ， 则 p= pj*，， 
. 试 构造 一 个 不 正则 的 外 测度 . 
. 设 Ar 是 及 上 单调 增 函 数 了 导出 的 I-S 测度 . 证明 : 若 Ar 之 m 
则 
Ee =f' (m—a.e.) 
此 处 m 代表 寻常 Lebesgue 测度 . 
. 证 明 推论 6.7.1 和 6.7.2. 
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87. 乘积 测度 与 Fubini 定理 


在 实 变 课程 中 , 我 们 已 经 学 习 过 用 累 次 积分 来 计算 多 重 积 分 的 
办 法 . 这 个 方法 根据 的 是 著名 的 Fubini 定理 . 这 是 分 析 学 中 的 最 
重要 的 结果 之 一 ， 它 不 但 具有 重要 的 理论 意义 ， 也 具有 很 高 的 实 
用 价值 ， 例 如 在 Fourier 变换 的 理论 中 ， Fubini 定理 具有 基本 的 
重要 性 . 在 概率 论 的 许多 场合 也 广泛 地 使 用 着 这 个 定理 . 


(一 ) 几 个 简单 的 例子 . 
例 1 设 7= (0,1), 1? = (0,1) x (0,1), 


六 
fy) = 全 证 55， (z,y) e 1?. 


作为 Riemann 积分 ， 有 
Ey i A RS | 
[sevw=/ (Ea), = 1 El. 


由 此 ， 作 为 Lebesgue 积分 


/ [few dz = 了 
| /recoa| dy = -7 


这 样 ， 我 们 看 到 ， f(z,y) 先 对 于 y 作 工 积分 再 对 z 作 工 积分 ， 
与 先 对 = 作 工 积分 再 对 y 作 工 积分， 两 个 结果 是 不 一 样 的 . 

原因 何在 ?我 们 不 去 仔细 追究 ， 只 是 指出 一 个 重要 的 事实 : 
fFL(12). 为 了 证 明 f # (IT?), 对 于 每 个 EN, 定义 


D: = {(z,y) 2 2y}. 


同时 
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诸 Dx 两 两 不 交 . 在 Dk 上 


f(z,y)= (1 全 1 


一 元 + 页 ) 到 证 矶 

2y? 1 :2 

> 1- 705) > 32k-1 
( 4y2+y2/ 12 5 


D 的 Lebesgue 测度 是 
[Dd = re -24) = 92h, 


式 中 


Han 
一 于 Ts 


因此 


/aray > 三 [ ldrdy 


> (32 ‘rg27*) EE 
> (5 


例 2 令 f(z,y) = 可 rr， (2,y) # (0,0). 
当 z 天 0 时 ， jz,)e ZL(R), 且 


/iy = 

R 

同时 ， 当 y#0 时 ，f(%y)e L(R) 且 
/fena=o 
R 

因此 


[liewae=/ [Areoa] i 
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但 是 f## 工 (R?). 
为 证 f 关 L(R?), 对 于 每 个 ke N, 定义 


Se= {(m YW) ER: 2 < ety 2 0 < 3y <z<2%}. 
诸 Sk 两 两 不 交 . 在 Sk 上 ，zy > ji(z2 + 22), 从 而 
2 


汪 1 
f(z,y) > 4 > 


而 Sk 的 面积 一 Lebesgue 测度 是 
|Sk| = m02™*, 


其 中 9= 去 arctan3. 所 以 
oo oo 
dzdy > dzdy > 》 2*-3.n02* = oo. 
人 maw> 志 人 / dy > 2, bl oo 


例 3 设 1= [0,1]x[0,1], yp 是 [0,1] 上 的 寻常 Lebesgue 测度 ， 
1 是 [0,1] 上 的 计数 测度 . 令 A= {(z,z): 0<z<1}. 
设 f(z,y) = Xa(z,y). 那么 
f feanle) =0, we lo 
[EY 
ffeily) =1, we e lo 
[0 


所 以 
上 - be f(z,Y) wm daW=0， 
[人 f(z,y) oa 人 | 加 四 E 
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从 以 上 几 个 例子 看 到 ， 累 次 积分 交换 次 序 的 问题 是 一 个 相当 复 
杂 的 问题 . 

解决 这 个 问题 的 一 个 重要 途径 是 引入 乘积 测度 的 概念 . 

(二 ) 乘积 测度 


定义 7.1 设 (X,A,p) 和 (Y,B,v) 是 两 个 测度 空间 . 令 祥 xY 
表示 X 和 了 的 乘积 ， 即 


XxY={(ry): zeX yer}. 


(有 车 4cCX,BcY, 则 AxB 叫 作 久 xY 的 和 F 形 . 当 
AEA,BEB 时 ，A4AxB 叫 作 可 测 和 矩形. 用 字母 尺 表 示 可 测 矩 形 
之 全 体 ， 用 A x B 表示 六 xY 上 的 包含 及 的 最 小 o 代数 . 

(2) 在 及 上 定义 函数 入: 

MAxB)=p(A)v(B) AxBeR. 


可 以 把 和 4x B) 叫做 A x B 的 面积 . 

我 们 再 次 强调 ， 在 实 分 析 的 计算 系统 中 ， 零 与 无 穷 的 乘积 等 于 
零 . 

引入 乘积 测度 的 办 法 是 基于 可 测 矩 形 的 面积 函数 入 ,在 xY 
上 定义 外 测度 , 然后 导出 测度 .这 可 以 通过 使 用 86 (五 ) 的 结果 ， 
从 测度 扩张 的 角度 去 进行 . 但 我 们 宁可 略 去 $6 (五 ) 的 过 于 形式 化 
的 讨论 ， 而 直接 根据 和 来 定义 外 测度 .这 样 做 简捷 得 多 ， 且 易于 
接受 . 当然 ， 86 (五 ) 的 讨论 自 有 其 理论 意义 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 
自己 阅读 . 

以 下 的 讨论 中 总 假设 (X,.A,y) 和 (Y, B,v) 是 测度 空间 ， 尺 是 
X xy 的 可 测 矩 形 之 全 体 . 


定义 7.2 对 于 每 个 集 已 ecX xY, 令 


NX(E) = inf { Ya CO U I 2 a). 
k==1 


k=1 
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引 理 7.1 A* 是 外 xY 上 的 外 测度 ， 且 
和 X(T) = XID)， vieR. 


证 根据 定义 6.1 我 们 只 需 证 明 和 * 满足 可 列 次 加 性 . 
设 Be EXxY,kEN. 记 马 = U1 Ex. 由 入 的 定义 知 ， 任 给 
< > 0, 存在 可 测 和 矩形 和 ji, 上 E N,7 E N, 使 得 


Us 2 BE, TA) <* (Bi) + 2 ™e. 


i=1 i=1 


显然 ， 


因而 ， oo ooe 
NE)< DD AM 1) < Tx (Ek)+e. 


k=1 j=1 =1 
这 就 证 明了 和 * 的 可 列 次 加 性 ， 口 


把 全 体 A* 可 测 集 ( 即 关 于 和 * 满足 Carathéodory 条 件 的 集 ， 
见 定义 6.2) 收集 起 来 ， 记 作 M. 把 X* 在 M 上 的 限制 记 作 和 , 并 
记 入 = 人 xx. 由 定理 6.1 知 ，(X xY,M, 入 ) 是 完全 的 测度 空间 . 


引 理 7.2 
AxBCM. 


证 只 需 证 明 每 个 可 测 矩 形 1 = 4 x B 都 关于 外 测度 和 * 满足 
Carathéodory 条 件 . 令 


=(X-A)xB, I=Ax(Y- 8), 
La=(X-A)x(Y- 8B). 
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显然 ， 卫 ,iTs 都 是 可 测 和 矩形 .我们 有 
I:=TUJUJ. 


对 于 任意 的 已 eX xY, 和 任意 的 < > 0, 存在 可 测 和 矩形 Jk,k € N， 
使 得 


oo 


U5, YA) ) <N(E)+ 


= k=1 


Jko = 7 ND Jkv = 7 NL, V=1;2,3: 


Jkv 了 Er. 


oo 3 
U mo 3 EMD, UU 
k=1 wi 


IC 


oo 3 oo 
NMED ED XN), NENNT) < DD MN). 
k=1 


v=1 k=1 


于 是 


k=1 v=0 


oo 3 
MENND+NENT) < DY Au) 
= A) < <NX(E)+e. 
k=1 
此 式 表明 
NENND+NENMNT) < NE). 
由 此 可 见 ， 了 满足 Carathéodory 条 件 . 口 


定义 7.3 上 述 (X x 世 NA 和 (X x 七 A x 8B, 和 ) 都 叫做 
(X,A,p) 和 (YB,v) 的 乘积 测度 空间 ; 相应 地 入 = jy. xv 叫 乘 
积 测度 . 
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注 (XxY,M,pxv) 是 由 外 测度 导出 的 ， 所 以 一 定 是 完全 的 . 
但 (X xYAxB,pxv) 可 以 不 完全 . 事实 上 ， 如 果 存 在 ACX 
使 4gA 及 BeB,B#9, 且 v(B)=0, 那 么 AxB#4#4AxB 而 
XxBeAxB, 并 且 


yxv(AxB)=pxv(X x B)=0. 
(三 ) Fubini 定 理 
对 于 CXxY, 引 入 记号 


Es = {yeY: (z,y)€ BE}, 
Ey= {rE€X: (zr,y)€E}. 


引 理 7.3 车 BeAxB, 则 

YreX, EEB; WweY, Eye. 
证 定义 

fF={EeAxB: vrexX,bE,eB}. 


那么 下 DR. 
显然 0OE 丰 ,XxYe 丰 . 
设 包 EF,neN, 则 


(U 5.) = U (BeB. 


n=1 be n=1 
可 见 ， 工 对 可 列 并 封闭 车 EE 大 则 
(E°): = (Ez)° €B. 


可 见 下 对 余 运算 封闭 . 
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因此 ， 大 是 代数 . 既然 4x 忆 是 包含 尺 的 最 小 代数 ， 那 
罗汉 


引 理 7.4 设 f 是 定义 在 外 xY 上 的 广义 实 值 的 Ax 5 可 测 函 
数 ， 那 么 

(1) vz e XX, 作 为 Y 上 的 函数 f(z,-) 是 B 可 测 的 ; 

(2) vy EY, 作为 XX 上 的 函数 f(,y) 是 4 可 测 的 . 

证 只 证 (1). 设 f 是 Ee 4Ax8B 的 特征 函数 xs(z,y), 那么 ， 
Vz EX, X(T,y) = Xs(Y). 据 引 理 7.3, Boe < B, 从 而 xs,(y) 是 B 
可 测 的 ， 进 而 对 于 简单 函数 ， 引 理 的 结论 成 立 . 

由 于 可 测 函 数 必 为 简单 机 数 列 之 极限 ， 故 引 理 获 证 ， 口 


引 理 7.5 设 作 ”是 完全 的 , 将 AxB 中 形 如 月 UU Eij(Ei eR) 


i=1 j=1 


的 集 的 全 体 记 作 Ros. 车 Ee Ro 且 jx wvB) < o0, 则 
(1) 函数 TE(z)Sv(B) 是 4 可 测 的 ; 
(2) 函数 FE(y)sAu(By) 是 5 可 测 的 ; 
(3) (p xv)(E) = fyp(EY) dv(y) = fy v(Es) du(z). 
证 若 巨 ER 结论 是 对 的 ， 把 一 切 能 表 为 尼 中 元 的 可 数 并 的 
集 的 全 体 记 为 RR. 设 Ee Rs, EE = U 局 , Bj e RR. 我 们 可 以 认为 
总 
EiN BE = 0(i#k). 由 于 


x 


vBE:) = Dv((E;):), 


i=1 


我 们 有 


J ea = Bh 


Dx (Bi)= (xv)E) 


j=1 
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所 以 结论 对 巨 € RR。 成立 . 
设 BeRos 且 (pxv)(E)< oo. 那么 


E= |BE;, E;eR,. 
j=1 
可 认为 Bj; D Ejti, 且 (jx wv)(Bi) < oo. 
由 于 Bl € Ro, 所 以 


(kxv)(E)= f(y) an < oo. 


因此 ，z(( 肋 )=) < co Ap-ae, . 由 于 Bs = 月 ( 杞 )。, 所 以 
j=1 
v(E;) = v((Ej)s) Wp—a.e. 


(至 少 在 使 v((B1)z) < co 成 立 的 点 z 处 上 式 成 立 ). 由 于 k 是 完全 
测度 ， 所 以 
Tp(z)#v(E;) 


是 4 可 测 的 ， 由 控制 收敛 定理 
人 vB 生灵 
= Jim, (px v)(B;) = px v(E).O 
注 引 理 7.5 中 的 条 件 (4 x v)(E) < co 是 不 可 少 的 ， 有 如 下 反 
例 . 
设 
XX=Y =[0,1],，4=8= {[0,1] 的 寻常 Lebesgue 可 测 集 }. 
定义 j=v 如 下 : 


ZE4， 


xD- 人 4 
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其 中 4 是 [0,1] 的 一 个 不 可 测 子 集 ， 并 且 ， 4 在 空 集 上 取 零 值 . 
显然 ， 几 是 完全 的 ， 令 


D={(z,y) € [0,1]?: x=), 


[二 全 人 下 2 mn mn EN. 


1 
n 


co nm 
D= 向 U (Tn X Tn,k) € Roo. 


n=1 k=1 


很 明显 ， kx v(D) = o0. 然而 我 们 看 到 
zx(Dz) = Xa(z)+1=Ip(z) 
不 是 可 测 的 . 
引 理 7.6 设 p 和 vw 是 完全 的 ，EE M 上 且 (jxv)(B) < oo. 那 
么 存在 Ao e 4, 使 得 当 z EX 一 ho 时 已 ce 有, 且 函数 
0, 当 ze ho 


Te(z) = 人 当 zeX -4o 


是 4 可 测 的 ， 并 且 
(ex z)(B) = 人 ra(z) du(z) 


证 根据 /xz 的 定义 ， 存 在 FeRos,FDE 且 (jxv)(F)= 
(pxv)(E). 记 G=F-E. 则 (ky xv)(G) = 0. 对 于 G, 存在 
五 ERos, 使 GCH 且 (jxv)(H)=0. 由 引 理 7.5,v(Hs) 是 4 可 
测 的 且 

(ex rH = f ws) dnle). 
x 


因此 v(Hs) = 0 jp-ae.. 设 40 = {xz EX: v(H,) 0}， 那么 
H(A0)= 0. 
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由 于 Gs C Hs, 所 以 当 z EX 一 ho 时 ，Gs 为 v 零 集 之 子 集 . 
由 之 完全 性 知 ， 当 z Ee XX- ho 时 ， G; 为 v 零 集 ， 根据 引 理 
7.5, Fs E B. 所 以 


Vr€EX—-Aho, E:=F,.—G,.eb. 


且 引 理 所 述 之 函数 TE 是 4 可 测 的 . 再 用 引 理 7.5 得 
/ tj / (Bd 
XxX X—Ao 
= 人 uFe) dp = (xu(B)D 


定理 7.7 (Fubini) 设 J,v 是 完全 的 且 f € L(X x YM,p xv)， 
那么 
(i) 对 于 几乎 每 个 zeX, f(z,:) 是 8 可 测 的 ; 
(iD fy f(z,y) dv(y) € L(X, A, p); 
| fxxy fF alp x v) = fx {fy f(z,y) dv(y)) dn(z). 
证 由 引 理 7.6 知 ， 若 BeM, (pxv)(E) < co, 则 


大 Xs(z, 9) dv(y) = (BE) 六 -ae， 


且 
人 En)=axw 加 = 人 xcalx 问 
x XxY 


可 见 定理 的 结论 对 特征 函数 xs 成 立 ， 从 而 对 非 负 可 积 简单 函数 

由 于 非 负 可 积 函 数 是 可 积 的 非 负 简单 函数 的 单调 增 极限 ， 故 
(用 Levi 定理 知 ) 定理 对 于 非 负 可 积 函 数 成 立 ， 从 而 对 一 切 可 积 函 
数 成 立 ， 口 


定理 7.8 (Tonelli) 设 ,v 是 完全 的 且 是 oc 有 限 的 . 若 f 是 XxY 
上 的 非 负 M 可 测 函 数 ， 则 
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(i) 对 几乎 每 个 r, f(y)Sf(z,y) 是 8 可 测 的 ; 

多 记 f(z,y) dv(y) 是 4 可 测 的 ; 

(i) fxxy fd(p x 5) = fx (fy F(z,y) dv(y)) dp(z). 

证 由 于 人 和 > 都 是 c 有 限 的 ， 所 以 jxv 也 是 o 有 限 的 ， 那 
么 非 负 At 可 测 函 数 f 可 表 为 可 积 简单 函数 的 单调 增 极限 ， 于 是 
定理 如 定理 7.7 一 样 地 得 到 证 明 . 口 


引 理 7.9 车 /和 ww 是 oc 有 限 的 ， 则 对 于 4 x 局 的 每 个 集合 ， 
引 理 7.5 的 三 条 结论 成 立 

证 将 一 切 使 7.5 的 结论 成 立 的 xv 可 测 集 ( 意 即 M 可 测 集 ) 
收集 起 来 记 作 下. 同 引 理 7.5 中 证 过 的 一 样 ， Ro C 大 

先 假定 jw y 都 是 有 限 的 ， 那 么 容易 看 到 三 对 于 单调 极限 运算 
封闭 ， 对 于 单调 极限 运算 封闭 的 非 空 集 族 叫做 单调 类 . 那么 ， 开 
是 单调 类 . 

由 于 R。C 大 , 根据 “单调 类 定理 ”( 我 们 把 单调 类 定理 及 其 证 
明 附 在 引 理 7.9 的 证 明之 后 ), 入 包含 着 由 及 生成 的 c 代数 ， 即 
AxBE. 

设 1 和 vw 是 o 有 限 的 ， 那 么 可 令 交 = v Xi 诸 Xi 两 两 不 交 


且 p(X0D) eR; 亦 可 令 Y = 吕 久 , 庶 并 两 两 不 交 且 v(Y) eR. 屠 
六 


么 
XxY=(JU Xxy, 
i=1j=1 
诸 Xi x 六 两 两 不 交 . YE e AxB, 令 Eij = EN(Xix 儿 ). 对 
i; 用 已 证 之 结果 ， 然 后 合 起 来 便 得 欲 证 者 . 口 


附 单调 类 定理 及 其 证 明 . 
在 定义 1.1 中 曾经 定义 了 o 环 . 我 们 把 对 于 差 运算 及 有 限 并 运 
算 封闭 的 非 空 集 族 叫 作 环 .， 那么 ，o 环 是 对 于 可 数 并 运算 封闭 的 


人 


环 . 


单调 类 定理 设 尺 是 环 ，cr(R) 是 及 生成 的 环 ，M(R) 是 
只 生成 的 单调 类 ， 那 么 


or(R) = M(R). 
证 由 于 or(R) 也 是 单调 类 ， 所 以 
A4(R) cor(R). 
对 于 A Ee M(R), 定义 
Ma={BEM(R): BuU4 B- Ah, A- BeM(R)} 


显然 ， M4 为 单调 类 . 易 见 Be Ma 人 > AE Moa. 

车 4 ER, 则 因 驴 是 环 , 必 有 RC M4 进而 M(R)C Ma. 所 
以 ， 对 于 每 个 Be M(R), 有 BeMa, 即 Ae Mp. 由 于 4 是 R 
的 任意 元 ， 所 以 呈 C MB, 进而 M(R) C MB. 这 就 意味 着 M(RR) 
是 一 个 环 ， 从 而 是 c 环 ， 于 是 


or(R) C M(R).O 


定理 7.10 (Fubini-Toneli) 设 (X, A,1) 和 (Y, B,v) 是 两 个 o。 有 
限 测度 空间 ,， 设 了 是 X xyY 上 的 广义 实 值 4x 5 可 测 函 数 ， 若 f 
是 可 积 的 或 者 非 负 的 ， 则 


franxn=f (fro) (re) 


证 用 引 理 7.9, 知 定理 对 特征 函数 从 而 对 简单 函数 成 立 ， 过 渡 
到 极限 便 完成 了 定理 的 证 明 . 口 
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. 设 X=Y = [0,1],4 = 8 是 一 个 包含 六 的 一 切 开 集 的 " 代 
数 . 证 明 A x B 包含 区 xY 的 一 切 开 集 . 

. 设 feEL(X,A,p),g EL(Y,B,v), 证 明 f(z)g(y)E L(XxY,Ax 
Buxv) 且 


J sw a x = ta: {9a 
. 对 于 z > 0 有 fo) 后 此 = 二 利用 此 事 ， 根据 Fubini 定理 
证 明 


i 
Sin Z Ls 
d: 


n= Jo 3 2 
. 设 f 是 恨 上 的 非 负 实 值 函 数 . 考虑 寻常 Lebesgue 测度 ， 证 明 
J 可 测 的 充 要 条 件 是 已 = {(z,y): 0<y< f(z)} 属于 R? 中 由 
可 测 矩 形 族 生成 的 c 代数 . 
. 如 题 4, 设 了 是 可 积 的 ， 用 内 表 寻常 Lebesgue 测度 . 证 明 
E)= dp. 
kx pu(E) fs 几 


. 设 1< p< coc, 考虑 寻常 Lebesgue 测度 . 设 了 在 [0,1 x |0,1] 
上 可 测 . 证 明 


{ J ( |, Healaj ae “ 
sf (fF WPas) “加 


. 设 已 是 了 上 的 Lebesgue 可 测 集 ，j 是 Lebesgue 测度 . 证明 
{lc,g: zyE E} 是 jxk 可 测 的 . 据 此 证 明 , 车 f 在 RR 上 
可 测 ， 则 f(z - 2) 在 R? 可 测 . 
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oo 


提示 : 先 考虑 已 是 开 集 然后 Gs 集 ， 零 集 - 


. 设 fg 是 民 上 的 Lebesgue 可 积 函数 (可 以 是 复 值 的 ) 用 Tonelli 


定理 证 明 
(f*g)(z) 全 去 /vc- yg(y) dy 


是 及 上 的 Lebesgue 可 积 函数 . f*g 叫 作 了 与 9 的 卷 积 . 


. 设 了 是 及 上 的 Lebesgue 可 积 函数 .定义 了 的 Fourier 变换 为 


( 复 值 函 数 ) 二 
阳 = 去 人 eit f(z) dz 
证 明 
(1) Fe C(R) 有 § lim flt) = 0; 
(2) Fro = fh 
(3) f=9— f=9 ae 
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第 二 章 测度 与 拓扑 


这 一 章 ， 我 们 要 研究 局 部 紧 的 Hausdorff 拓扑 空间 上 的 测度 与 
积分 显然， 大 学 “ 实 变 ” 课程 中 某 些 涉及 拓扑 的 内 容 ， 只 能 在 拓 
扑 空 间 上 作 推 广 . 例如 ,可 测 集 可 以 用 开 集 或 紧 集 来 逼近 . 对 于 拓 
扑 空间 ， 是 否 有 类 似 的 结论 ， 这 就 是 我 们 在 这 一 章 里 要 研究 的 . 
另外 ,拓扑 空间 上 的 函数 ， 最 重要 的 是 连续 函数 . 因此 ， 我 们 将 在 
82 中 研究 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 上 的 连续 函数 ， 在 83 中 ， 我 们 
研究 Cc(X) 空间 上 线性 泛 函 同 拓扑 空间 上 测度 的 关系 ， 这 是 联系 
泛 函 分 析 同 测度 论 之 间 的 重要 纽带 ， 在 84 中， 我们 要 把 R" 中 的 
关于 可 测 函 数 构造 的 ym 定理 推广 到 局 部 紧 的 Hausdorff 拓扑 
空间 上 去 .在 85, 简单 介绍 测度 的 Radon 乘积 ， 当 研究 拓扑 群 上 
的 分 析 问 题 时 ， Haar 测度 的 概念 是 重要 的 . 86 将 对 此 做 一 基本 
的 介绍 . 


31， 拓扑 空间 及 连续 映射 


这 一 节 的 宗旨 并 非 系统 地 介绍 拓扑 空间 的 基础 知识 ， 而 仅仅 是 
简单 地 介绍 一 下 本 章 要 用 到 的 关于 拓扑 空间 的 某 些 必要 知识 ， 并 
给 出 连续 映射 的 定义 , 证 明 Yprrco 的 关于 连续 函数 的 延 拓 定 理 . 


定义 1.1 设 和 是 一 个 不 空 的 集合 . 所 谓 X 上 的 一 个 拓扑 ， 是 
指 的 一 个 子 集 族 7 它 满足 以 下 三 个 条 件 : 

(eT, XelT,; 

(说 车 {Va} CT, 则 U Us eT 


( 闸 ) 若 {0i: i=14…,m}cCTT 则 A vieT. 
i=1 
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定义 1.2 若 7 为 和 上 的 拓扑 ， 则 (X,7) 叫做 拓扑 空间 ， 道 
常 ， 在 拓扑 7 已 被 理解 的 情况 下 ，(X,7) 可 简 记 作 怀 . 7 中 的 元 
素 叫 做 X 的 开 集 ; 开 集 的 余 集 叫做 闭 集 . 设 4 C X， 


4= JU YY 
VC4,VET 
叫做 4 的 内 部 换言之， 4 是 一 切 含 在 4 内 的 开 集 之 并 集 ， 设 
Ch 
4= | F 


下 D4, FecET 
叫做 4 的 闭 包 ， 换 言 之， 4 是 一 切 包含 4 的 闭 集 之 交集 ， 如 果 
存在 一 族 开 集 {Va}, 使 得 


Uve>4 


则 称 {Vs} 为 4 的 开 复 盖 . 如 果 4 的 任 一 开 复 盖 总 有 一 个 有 限 的 
子 复 盖 ， 则 称 4 为 紧 致 集 ， 简 称 为 紧 集 . 如 果 X 自己 是 紧 集 ， 则 
称 X 为 紧 致 拓扑 空间 ， 简 称 为 紧 空间 ， 

显然 ， 紧 集 的 闭 子 集 也 是 紧 集 ， 单 点 集 永 远 是 紧 集 ， 但 不 一 定 
是 闭 集 . 

定义 1.3 设 {X,T} 是 拓扑 空间 ，Y 是 六 的 非 空子 集 ， 定义 
T= {GNY: Ge. 那么 ，(Y,7T') 是 拓扑 空间 叫做 (X,7) 
的 子 空 间 ， 7" 叫做 7 了 的 子 拓扑 . 

定义 1.4 设 XX 为 拓扑 空间 ， 如 果 对 于 XX 中 任意 不 同 的 两 点 
Zz 关 y, 必 存在 开 集 U 和 V, 使 得 zeE U,yeV, 以 及 UNV=8, 则 
称 X 为 Hausdorf 空间 ,或 To 空间 . 定义 中 所 述 的 性 质 叫做 第 二 
类 分 离 性 ， 常 叫做 T2 公理 . 

由 定义 可 知 ， 在 Hausdorf 空间 中 ， 紧 集 一 定 是 闭 集 . 当然 ， 
单 点 集 一 定 是 闭 集 ; 
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关于 Hausdorf 空间 ， 有 如 下 一 个 重要 的 性 质 : 它 的 任意 一 对 
互 不 相交 的 紧 集 能 被 一 对 互 不 相交 的 开 集 所 分 离 ， 即 成 立 下 述 定 
理 1.1. 


定理 1.1 设 X 为 Hausdorff 空间 ， 天 和 工 为 外 的 紧 集 有 
KNL=0. 那么 ， 存 在 两 开 集 U 和 V, 使 得 
EU Le NS 


证 不 妨 设 KK 和 工 均 为 非 空 的 (否则 , 如 设 天 = 处 则 取 U=0， 
中 = 次, 即 可 证 得 结论 ). 以 下 分 两 种 情形 考虑 : 

(i) 设 五 ={z}( 即 天 仅 含 一 个 点 ). 由 X 的 可 分 离 性 ， 对 任 一 
y EL, 必 存 在 开 集 Uy 和 WW, 使 得 z EU,, ye W, 且 UnV,= 0 
由 于 工 为 紧 集 ， 故 可 从 {Vy : ye 食 中 选 出 有 限 个 开 集 Vi = 
1 使 得 Vi 2 现在 , 取 U = A RV= Dv, 则 


UV 和 V 便 满足 定理 的 要 求 . 
(ii) 设 KK 为 紧 集 对 每 个 ze 天, 由 (i), 有 开 集 U 和 Vi, 使 得 
seU Le Uns 


由 于 为 紧 集 , 故 可 从 {Us: ?EK} 中 选取 有 限 个 开 集 Ce， j = 
Len 使 得 UU Urs > 现在 取 U= UV RV = A ，, 则 


UV 和 V 便 满足 定理 的 要 求 . 口 

推论 1.2 设 久 为 Hausdorff 空间 车 太 为 XX 的 紧 集 ， 和 
U2 为 和 的 开 集 且 天 C Ui U Uz, 则 存在 紧 集 Ki 和 K2, 使 得 
KiCU, KzCU, URK= KiU kK;. 

证 记 Za = 天 \D 及 了 2 = 天 \D2. 显然 Zi 和 2 均 为 紧 集 ， 
且 Li1nL2=0. 于 是 ， 由 定理 1.1, 有 开 集 页 和 从, 使 得 Zi c VW， 
La2CW 及 VINV2=0. 定义 让 =K\ WV, 及 K2=K\WV. 显 
然 ，K1 和 Ks 均 为 紧 集 ， 且 由 包含 关系 


=K\Vi=KNViCKNLI = KN(KNUVUI):= KNU 
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可 知 Ki C 01. 同 理 有 Ks C Uo. 最后， 包含 关系 
K=(K\V)U(KNVI)C(K\VI)U(KNVE)= KU Ks; 
蕴含 着 KK = KiU 天. 
定义 1.5 设 X 为 拓扑 空间 . 如 果 X 的 任意 一 对 互 不 相交 的 闭 集 
总 能 被 一 对 互 不 相交 的 开 集 所 分 离 , 即 若 4, 忆 为 闭 集 旦 4nB = 由 
则 存在 开 集 U,V, 使 得 4cU,BcCV, 且 UAV=8 那么 天 叫 


做 正规 的 拓扑 空间 . 上 述 分 离 性 叫做 第 四 类 分 离 性 ， 常 称 为 Ts 公 
理 . 


推论 1.3 紧 的 Hausdorff 空间 是 正规 的 . 

证 由 于 紧 拓 扑 空间 中 的 闭 集 也 是 紧 集 ， 故 结论 由 定理 1.1 直 
接 推 得 ， 口 

下 面 ， 我 们 引入 拓扑 空间 上 连续 映射 的 概念 . 


定义 1.6 设 X 和 了 为 拓扑 空间 ， 映射 了 : X 一 Y, 称 为 连续 
的 ,是 指 对 任 一 开 集 V CY,V 的 原 象 广 !(Y) 为 X 的 开 集 . 或 者 
等 价 地 说 , 对 任 一 闭 集 乒 CY, f71(F) 为 X 的 闭 集 . 当 Y = RR( 或 
C) 时 ， 有 映射 又 叫 实 (或 复 ) 函数 . XX 上 的 连续 函数 的 全 体 记 做 
C(X). 


定理 1.4 (Ypprcos 引 理 ) 设 X 为 正规 的 拓扑 空间 ， 马 和 下 为 
X 的 闭 集 ， 且 BNF = 0, 则 存在 一 连续 函数 : X [0,1], 使 得 


0, ZE 五， 
ta 
证 记忆 为 (0,1) 中 二 进 有 理 数 的 全 体 ， 即 
D={ 丈 : m<2" m,neN}. 
由 久 的 正规 性 ， 有 开 集 U3 和 ,使 得 


已 c [3 FC Us, Uy NU =0. 
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显然 mn = 0. 于 是 ， 
EcCU ET GE 
对 已 和 再 使 用 XX 的 正规 性 ， 有 开 集 U3 和 Us 使 得 
EcU;, Us CU Us NU =0. 


那么 有 
EcU; CU c (VU) =U. 


对 7 和 瑟 使 用 六 的 正规 性 ， 有 开 集 U3 和 UUs, 使 得 
Uy CU, FcUs, Us NUs = 小 


类 似 地 ， 有 
Uy CcUscU crF.. 


综合 以 上 ， 我 们 得 到 
EcUi CU; CU CU; CU CUcr. 
依 此 类 推 ， 得 到 一 列 开 集 {U,}reD, 满足 


ECcU.CU.cU,CU,CF (rseDir<s). 


定义 
1, z¢ (Uv,: r€D); 
f(z)= 4. 
inf{r : z € U,}, zeLjr: rE€D}. 
则 f 显然 满足 
_/%, ZE 五， 
1) i reF. 


余下 ， 只 须 证 明 f 在 X 上 连续 .由 定义 1.5 以 及 及 中 开 集 的 构 
造 ， 只 须 证 明 : 对 任 一 (a,6) C R, f"!((a, 6)) 为 的 开 集 . 事实 
上 ， 我 们 只 须 证 明 : 对 任 一 (ac co) C 及 , 广 :(aco)) 为 六 的 开 集 
以 及 对 任 一 (co,B) C RR, 广 :((-co,D)) 为 的 开 集 ， 我们 只 给 
出 前 一 断言 的 证 明 . 

不 妨 设 0 < a < 1. 我 们 知道 ， f(z) > a 的 等 价 条 件 是 存在 某 
一 re D.7r> a, 使 得 z4gU. 而 当 s ED,reD,s<r 时 Us CU, 
. 所 以 ， f(z) > a 等 价 于 存在 某 一 *e D,s > a, 使 得 > 天 可 于 
是 ， f(z) > a 等 价 于 

zelLjz,: s>a,s€D}. 


因此 ， 
六 (aco) = (J{D,: seDs>ol 
为 X 的 开 集 ， 口 


定理 1.5 (Ypztcog 延 拓 定 理 ) 设 X 是 正规 的 拓扑 空间 ， 是 
X 的 闭 子 集 ，w: 下 一 及 是 有 界 连续 函数 .那么 存在 有 界 连 续 函 
数 f: 久 一 区 满足 : 


vr EF, f(z)= yp(7); 
sup{|f(2)| : z € X} = sup{lp(z)|: 2 € F}. 
证 记 jo = sup{jp(z)| : ze 下}, 并 认为 no>0. 记 wo=9. 定 
丸 
4o={z: zeR yolz) < -a} 
Bo={z: zeF, polz)> Y} 
由 于 po € C(F), FF 是 XX 的 闭 集 ， 所 以 4o,Bo 是 的 闭 集 ， 且 


Ao Bo =0. 据 定 理 1.4, 存在 je C(X), 使 


fo(X) c [= 加 ,名 ], 有 (40) = {于 }, 有 (Bo) = 人 {名} 
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在 上 定义 pg1= yo 一 fo, 则 pieEC(F) 且 


sup |p1l(F) Ef py < 3po 


im 
定义 
41 = { EF, pli(z)< -名 上 ， 
B= {z: EF, pli(z)> 名 } 
并 取 广 EC(X) 使 


AhO0c [全 ,名 hh4D={- 全 }) Ah(BD)={ 生 ) 


在 下 上 定义 wa = 9 一 户 . 则 wz eC(F) 且 
2 
3 
重复 上 述 步骤 永 无 休止 ， 得 到 FF 上 的 连续 函数 列 {pnjso, 和 并 
上 的 连续 函数 列 {fn}2o 满足 : 


def 
sup |p2l(F) = Ha < a 


en+l(z) = pn(z) — fn(z), z EF; 
Hn = sup |pnl(F); 
sap |fol(X) < Bim, pnt < Spm, 
其 中 n= 0,1,2,…. 于 是 
sup |pnl(F) < (2)” ho, 
sup fol(X) < 3(3) ma 
在 X 上 定义 ， 
Sn(z) = fr(z), neN, 


k=0 
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则 


Is- Surmlo) < Dlasxlo) < 1(2) oo DE). 


k=1 k= 


见 {Sa} 在 上 一 致 收敛 .定义 
f(z) = im Sn(7). 
则 了 在 X 上 连续 且 


sup |fI(X) < Dsuplfnl(X) 
n=0 
1 之 /2 
S31) (3) = 和 
对 于 ze FF, 有 
Sn(z) = > [pk(z) - pk+1(7)] = wo(z) - pn+l(z)， 
k=0 
所 以 
f(z) = ,lim Sn(z) = vol®) — ,lim pnti(z)= volz), (z € PF). 

定理 1.5 证 毕 ， 口 

82， 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 上 的 连续 函数 

定义 2.1 拓扑 空间 X 称 为 局 部 紧 的 ， 是 指 对 任 一 ze X, 有 开 
集 03z, 且 万 为 紧 集 . 

显然 ， 了 " 为 一 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 ( 依 Euclid 拓扑 ). 此 
外 ， 紧 的 Hausdorff 空间 也 是 局 部 紧 的 . 为 书写 简便 起 见 ， 我 们 
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将 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 记 作 LCHS(Locally compact Hausdorf 
space). LCHS 有 如 下 的 重要 性 质 . 


定理 2.1 设 关 为 LCHS, 紧 集 K CX, 开 集 UCX, 且 KcCU. 
那么 存在 一 开 集 VC X, 使 得 V 为 紧 集 ,， 和 且 KCVcVcvU. 

证 分 两 种 情形 来 考虑 . 

0) K = {z}( 即 K 仅 包含 一 个 点 ). 由 定义 2.1, 有 开 集 W 3 x， 
且 到 为 紧 集 ， 不妨 设 W CU( 和 否则 ， 以 WMU 代替 W 即 可 ). 
对 KK={z} 和 上 = 矿 \W 使 用 定理 1.1, 有 开 集 VV 和 ,使 得 
KcCVi,LCV, 且 ViNV=08. 如 取 V= ViNW, 则 易 证 V 便 满 
足 定理 的 要 求 . 事实 上 ,包含 关系 CU 可 由 以 下 两 列 关系 式 推 
出 : 


VcV—=VcV—=VcVcL, 
VcW=LUW. 

的 天 为 XX 的 紧 集 . 由 已 证 的 (i) 可 知 : 对 任 一 2 eK， 有 
开 集 亿 ， 使 得 V 为 紧 集 ， 且 V。cC U， 再 由 K 的 紧 性 ， 可 从 
{Vs :ze K} 中 选 出 有 限 个 Vi = 1,.…,m, 使 得 间 V, > 天 

i=1 
显然 ， 如 取 V = 局 克 ,, 则 V 便 满足 定理 的 要 求 ， 0 
设 X 为 LCHS, 并 记 


Cc(X)= {feC(X) : supp 为 紧 集 } 


其 中 suppf = {zeX: f(z) 关 0} 叫做 了 的 支撑 集 , 简称 为 支 集 . 
下 述 定理 是 Ypercog 引 理 在 LCHS 中 的 推广 . 


定理 2.2 设 久 为 LCHS, KK 为 的 紧 集 ，U 为 XX 的 开 集 ， 且 
K CU. 那么 存在 一 f € Cc(X), 使 得 xx(7z) < f(z) < xu(z), 以 及 
suppf CU, 其 中 xs 表示 集 互 的 特征 函数 . 


83 


证 由 定理 2.1, 有 开 集 了 , 使 得 V 为 紧 集 ， 且 
KcCVcVecUd. 


由 推论 1.3,V 是 正规 的 Hausdorf 空间 (作为 X 的 子 空间 ). 因此 ， 
由 定理 1.4, 有 了 上 的 连续 函数 9 : 了 一? [0,1], 使 得 


和 rE€EK, 
so)= {6 reV\vV. 
现在 ， 定 义 可 
号 f(z) = 人 zey， 
0， 7zEXAN\T. 


不 难 证 明 : 了 为 X 上 的 连续 函数 . 事实 上 , 任 取 闭 集 轧 Cc [0,1]. 当 
0¢ ENH, f71(E)=g-!(E), 当 0€ EH, f-1(E)=g 1!(E)UV.. 
于 是 ， 不 论 何 种 情形 ， f-!(E) 均 为 闭 集 . 因此 ，f 在 X 上 连 
续 . 此 外 ,由 天 C suppf CcVcU, 以 及 0 < f(z) < 1 便 推 得 
Xx(z) < f(z) < Xuo(z). 口 

定理 2.3 设 义 为 一 LCHS, f e Cc(X), 以 及 suppf C 0 Ue 

i1 

其 中 每 一 Ui 为 六 的 开 集 ， 那么 存在 fi € Cc(X), 1 <i<m, 使 
得 f= 到 以 及 suppfiC Ui(1<i<m). 此 外 ,车 f >0, 则 
fi>0 (< < < m). 

证 不 妨 只 考虑 m = 2 的 情形 .由 推论 1.2, 有 紧 集 Ki 和 天 2， 
使 得 

Ki CUi, K2 CU,, suppf = KiUK;. 
再 由 定理 2.2, 有 函数 hi e Cc(X) (i = 1,2), 使 得 
Xxi (2) < hi(z) < Xu (7), supphi C Ui: (i= 1,2). 


现在 ， 定 义 
91=h, g2= hz— min(h,h2). 
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那么 ，g1 过 0, gz > 0, suppg1 C 01, 并 且 suppgz C U2. 易 证 
91+ 92 = max(hi,h2). 

因此 ， 当 ze suppf = KiUK2 时 ，gi(z) 十 gz(7)=1. 取 
f=fg, fo= fg2. 

那么 ， 妨 和 fo 便 满足 定理 的 要 求 。 口 


下 述 定理 是 Ypzrcor 延 拓 定理 在 LCHS 中 的 推广 . 


定理 2.4 (Tietze 延 拓 定 理 ) 设 和 为 LCHS, 且 KK 为 XX 的 紧 集 . 
车 fs C(K), 则 存在 wp €E Cc(XX), 使 得 yp 在 K 上 的 限制 plk = 二 

证 由 定理 2.2 知 ， 存 在 g € Cc(X) 使 得 xi <g<1. 记 
下 = suppg. 那么 斑 是 X 的 紧 集 . 

作为 X 的 子 空间 ， 下 是 紧 致 的 ， 从 而 是 正规 的 ， 在 子 空间 下 
上 使 用 定理 1.5, 知 有 heC(F), 使 hlk = f. 定义 关上 的 函数 


(0 =(gh)(z), 当 zeF 
yp(z) = 
0， 当 zE 基 一 已 


那么 ， eolr = f, suppp CF. 

设 马 是 民 的 闭 集 ， 显然 ，gh e C(F), (9 由-( 瑟 ) 是 天 的 闭 子 
集 ， 从 而 是 X 的 闭 子 集 . 

当 0 天 妃 时 ，9F-1!( 忆 ) = (gh)~!(E) 是 下 的 闭 子 集 是 X 的 闭 
集 . 

当 0EE 时， 


9J (BE)= (gh) (CBE)UPp (Oh)， 
其 中 (gh)-!(E) 是 下 的 闭 集 而 
po ({0D) =F° Ug (0D UAT (0) = 9 (OU 0), 
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其 中 g-!({0}) 是 XX 的 闭 集 ，h-1({0}) 是 下 的 闭 集 ， 从 而 也 是 XX 
的 闭 集 . 所 以 p-1({0}) 是 XX 的 闭 集 . 那么 p 1(E) 是 XX 的 闭 集 . 
可 见 p€ Cec(X). 口 


为 了 后 面 85 的 需要 ， 我 们 还 引进 可 数 基 的 概念 . 

定义 2.2 设 (X,7) 为 拓扑 空间 ，U CT. 如 果 任 一 A4 eT7, 此 
可 表示 成 4 中 元 的 并 ， 则 WU 叫做 (X,7) 的 基 ， 此 外 ， 若 其 是 
可 数 集 ， 那 么 就 称 X 为 具有 可 数 基 2 的 拓扑 空间 . 

注 我 们 把 势 不 超 过 No 的 集 叫 作 可 数 集 . 也 就 是 说 ， 空 集 有 
限 集 ， 以 及 与 自然 数 集 N 对 等 的 集 叫 作 可 数 集 . 

定理 2.5 设 X 为 LCHS. 若 和 有 可 数 基 Z, 则 X 的 每 一 开 集 
可 表示 成 可 数 个 紧 集 的 并 集 . 

证 设 U 为 XX 的 开 集 . 任 取 zeEU. 由 定理 2.1 可 知 存在 开 集 
V, 使 得 

ZEV CVCU， 且 V 为 紧 集 . 


由 2 的 定义 ， 必 存在 Vs EU, 使 得 ze Us CV. 此 时 ， 自 然 殉 也 
是 紧 集 ， 显 然 集合 {Uz : ze U] 是 可 数 集 U 的 一 个 子 集 ， 而 


xc 全: zev} cu. 


可 见 ，U 是 可 数 个 紧 集 的 并 集 ， 口 

注 1 以 后 我 们 说 X 具有 可 数 基 2, 总 不 妨 认为 关 EU. 否则， 
将 X 添加 进 UK 中 ， 仍 得 一 可 数 基 . 

注 2 定理 2.5 的 结论 表明 : 在 定理 2.5 的 条 件 下 ， 的 任 一 
开 集 为 Fo 型 集 . 


83. Radon 测度 与 Riesz 表现 定理 


定义 3.1 设 瑟 是 Hausdorf 空间 . 由 X 的 开 集 族 所 生成 的 
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代数 叫做 关上 的 Borel 代数 ， 记 作 B(X)，B( 瑟 ) 的 元 叫 作 X 的 
Borel 集 . 


定义 3.2 B(X) 上 的 测度 ， 如 果 在 每 个 紧 集 上 都 取 有 限 值 ， 就 
叫 作 和 上 的 Borel 测度 . 

注 这 里 , 与 [2] 不 同 ， 我 们 把 在 紧 集 上 取 有 限 值 作为 Borel 测 
度 满足 的 前 提 条 件 . 这 个 限制 并 不 强 ， 却 将 给 我 们 的 叙述 带 来 一 
些 方 便 . 


定义 3.3 设 X 和 YY 是 Hausdorff 空间 ， 映 射 f: XX 一 ;Y 称 
为 Borel 可 测 的 ， 是 指 对 于 每 个 Be B(Y),f-1(B) e B(X). 


下 述 定理 表明 , 在 Hausdorf 空间 上 的 连续 函数 一 定 是 Borel 可 
测 的 ， 当 然 Borel 可 测 函 数 不 必 是 连续 的 . 


定理 3.1 设 X 和 YY 是 Hausdorf 空间 ， 若 映射 f: X 一 > 
是 连续 的 ， 则 f 也 是 Borel 可 测 的 . 

证 由 定义 1.5 知 ， 当 也 为 了 的 开 集 时 ， /71(U) 为 X 的 开 
集 ， 从 而 三 !(D) e B(X). 定义 上 ={BCY: f-1(B) e B(X)}. 
那么 大 包含 了 的 一 切 开 集 . 容易 验证 下 是 站 上 的 o 代数 ,于 是 
三 > B(Y), 由 此 推出 对 任 一 B € B(Y), f-1(B) e B(X).D 

定义 3.4 设 4 为 Hausdorff 空间 铸 上 的 o 代数 且 B(X) C A. 
4 上 的 测度 上 叫做 正则 的 ， 是 指 / 具有 下 述 性 质 : 

(a) 对 任 一 紧 集 ，K CX, jp(K) < ooi 

任 一 4e 4 满足 (b) p(4) = inf{j(U): 0 为 开 集 ,U 2 A); 

任 一 开 集 UC X 满足 (c) A(Z) = sup{yu(K) : K 为 紧 集 ,K C 
U}. 

注 (b) 叫做 外 正则 条 件 ， (c) 叫做 内 正则 条 件 . 


定义 3.5 B(X) 上 的 正则 测度 叫做 X 上 的 正则 Borel 测度 ,或 
者 叫做 X 上 的 Radon 测度 : 
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定义 3.4 规 定 了 LCHS 上 的 Borel 测度 成 为 正则 测度 ( 即 Radon 
测度 ) 的 条 件 . 如 果 限 于 讨论 具有 可 数 基 的 LCHS 的 话 ， 那 末 下 面 
将 证 明 其 上 的 Borel 测度 总 是 正则 测度 . 

确 言 之 ， 我 们 有 下 述 定 理 . 

定理 3.2 设 X 为 一 具有 可 数 基 的 LCHS, 风 是 X 上 的 Borel 测 
度 ， 那么 ， 每 个 Borel 集 关 于 人 都 是 正则 的 一 即 满足 定义 3.4 的 
条 件 (b) 和 (c). 

证 由 定理 2.5, X 可 表 为 


XX =| K;， 每 一 Ki 为 紧 集 . 


再 由 定理 2.1, 存在 X 的 开 集 VW, 使 得 Vi 为 紧 集 且 
KiCVcVicxX. 


以 上 两 式 表明 X = UV, 且 A(W) < oo 


设 4eB(X). 对 任 一 ne N, 定义 jn(4) = J(ANnVn). 显然 
jn(4) < co, 故 pm 为 有 限 Borel 测度 . 下 面 先 证 明 : 如 果 每 个 Borel 
集 关 于 jn 满足 (b) 和 (c), 那 末 可 由 jn 过 渡 到 而 证 得 定理 的 结 
论 . 

固定 me N, 记 v= jmn. 定义 


4={4eB(X): 4 是 正则 的 } 


其 中 ， 4 是 正则 的 ， 指 的 是 4 关于 > 满足 定义 3.4 的 (b) 和 (oc). 
显然 ， 每 个 开 集 U 都 属于 .4. 因为 根据 定理 2.5, UV 可 表 为 紧 集 的 
可 数 并 . 下面 验 证 A 是 o 代数 ， 从 而 A = B(X). 

先 证 明 A 对 于 余 运算 封闭 . 设 4e A. Ye> 0,3 开 集 CG2D 4 
及 紧 集 KC h, 使 v(G 一 K)<e. 于 是 


v(K°-G)=p(K°NV, — GNV,) <e. 
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天 cm Va 是 开 集 且 2 4°, Ge NV。 是 紧 集 上 且 C 4， 这 就 证 明了 
4c 6E .4. 
再 证 明 A 对 于 可 列 并 运算 封闭 . 设 ke 4 KEN. Ye>03 
开 集 Gk 2 Ak 及 紧 集 Ki C A4, 使 
v(Gk — Kk) < e2-*. 


oo oo co 
记 4= U4G=UGR=U 本 :那么 GD2423 开 且 
k=1 k=1 k=1 


v(G—-F)< < SG Ky) <e. 
k=1 
由 于 Wm,v( 避 拘 ) =v(), 而 站 Ki 是 含 于 4 的 紧 集 ， 所 以 上 
式 表明 4 e .4. 


现在 回 到 测度 人, 设 Ee B(X). Ve > 0,vYneRN,3 开 集 Gn DB 
及 紧 集 K, Cc 书 , 使 


Hpn(Gn — Kn) < <2 
oo 


令 G= JUGnnW) 2 v (ENVn) = EB. 显然 ，G 是 开 集 . 令 


F= Ox, 则 五 CBE. 并且 


HAG-F)<D nuGnNVa— Kn)= Dn(Gn — Kn) <e. 


n=1 


由 于 下 是 紧 集 的 可 数 并 ， 上 式 表明 , 无 论 yE < oo 或 者 hE= oo， 
已 关于 4 是 正则 的 . 口 


下 面 ， 我 们 设 X 是 LCHS. 我 们 来 研究 X 上 的 Radon 测度 同 
Cc(X) 上 的 线性 泛 函 之 间 的 关系 . 
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设 疡 是 Radon 测度 ， 那么 ， 映 身 
1— /fa 
定义 了 Ce(X) 上 的 一 个 线性 泛 函 . 记 之 为 显然, 车 fe Ce(X)， 
f >0, 则 L(f) >0. 


定义 3.6 设 革 为 LCHS. Ce(X) 上 的 线性 泛 函 了 称 为 正 的 ， 是 
指 工 满足 
I(f) >0, vf eCc(X),f >0. 


于 是 我 们 看 到 ， 每 个 Radon 测度 / 对 应 有 一 个 正 线性 泛 函 / 
使 得 
vece), 11)= /fun 


我 们 所 关心 的 是 相反 的 问题 : 

(1) Cc(X) 上 的 正 线性 泛 函 是 否 一 定 具有 形式 f 一 [x fdp? 
其 中 为 全 上 的 Radon 测度 . 

(2) 这 个 Radon 测度 yy 如 果 存 在 ， 是 否 是 唯一 的 ? 

后 面 的 Riesz 表现 定理 将 肯定 地 回答 这 些 问题 . 


定义 3.7 记号 : 
VY 


表示 0< <1, feCc(X), 且 suppf CU; 并 规定 0<0. 


引 理 3.3 设 六 为 LCHS, 为 X 上 的 Radon 测度 . 若 U 为 X 
的 开 集 ， 则 


HO) = { {san: feCc(X), f <U}. 
证 由 不 等 式 


f fan < leappf) < pV), 
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我 们 只 须 证 明 
xu(U) Soup{ f fan: f eCc(X), 1- 中 


设 a < KU). 由 的 正则 条 件 (c), 有 紧 集 天 CU 使 得 a < MK). 
由 定理 2.2, 存在 jE Cc(X), 满足 xx < f 且 f<U. 于 是 


a< nut)= xuans f fo 


因此 
a< mp{ 人 rw f eCc(X), 1<0}. 


令 a 一 MU), 便 得 要 证 的 不 等 式 ， 口 


引 理 3.4 设 XX 为 LCHS. 对 于 XX 的 子 集 ， 定 义 集 函 数 jy* 如 
下 : 

(a) 当 忆 是 X 的 开 集 , y*(U) = sup{I(f): fe Cc(X), f <U}, 

(B) VA CX, Mr(4) = inf{jy*(U): U 为 开 集 , U 2 A}. 

那么 ， 卢 为 芒 上 的 外 测度 ， 且 X 的 每 个 Borel 子 集 都 是 p* 
可 测 的 . 

证 为 证 jy* 为 X 上 的 外 测度 ， 只 须 证 明 p* 的 可 列 次 可 加 性 : 


(U4 < Du’(4 
到 i=1 
首先 ， 让 我 们 对 任 一 列 开 集 {Ui;}, 证 明 上 面 的 不 等 式 成 立 . 设 f € 
Ce(X), 且 < UUi 从 而 UU; 为 紧 集 suppf 的 开 复 盖 ， 于 是 ， 
存在 NeN 使 得 


N 
suppf Cc U Ui. 
i=1 
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由 定理 2.3， 


f= f, fieCc(X), fi<Us 1<i<N. 


i=1 
因此 ， 号 _ 
f= If) < D0) < AD 
i=1 i=l i=1 


将 上 式 两 端 在 集合 {f : Je Cc(X), f < UUi} 上 取 上 确 界 ， 由 


(a) 便 得 
A (UD) < Dv. 
为 证 1w* 对 X 的 任 一 列子 集 {4;} 也 具有 可 列 次 可 加 性 ， 不 妨 
设 
D(Ahi) < oo. 
t=1 
于 是 ， 对 每 个 ie N, 有 开 集 U; 2 4i, 使 得 
A (Ui) < pp (Ai) +e2™. 
于 是 ， 
A (Ua) se (UD) sD sD ta) +e 
i i fk i=1 
因此 ， 上 面 的 断言 成 立 ， j* 是 外 测度 . 


为 证 任 一 Borel 子 集 为 x* 可 测 的 ， 由 第 一 章 定理 6.1, 只 须 证 
明 X 的 任 一 开 集 U 为 u* 可 测 的 ， 即 证 


(A)=p (ANUVU) + (ANU'), VACX. 
事实 上 ， 我 们 只 须 证 明 


A>WANU) + HANUS), YACX. (#) 
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不 妨 设 j*(4) < co. 由 (8), 有 开 集 V 2 4, 满足 
HV) Sp (4)+e. 
如 果 我 们 能 够 证 明 
(VZVNU) + HV NU) 一 2c， (ke 
那 末 联 立 以 上 两 式 便 得 
mr"(4)+e>m4nD+A4nre-2e， 


再 由 e 的 任意 性 ， 便 得 (*). 因此 ， 我 们 只 须 证 明 (**). 
由 (a), 有 广 E Ce(X), 满足 


I(fi)2>u(V NV) -se, 

以 及 及 <VNU. 记 天 = supp 方 , 则 开 集 YnKe DYVnUe. 于 
是 ， 由 (a), 有 户 e Cc(X), 满足 

fa) > VNK) -eS pV NV) e, 
以 及 fo <VNn Ks. 显然 ， 有 二 fo <V, 以 及 I( 有 + 有 ) < pi*(V). 
后 者 即 为 

VND -gt NS) -a < p(y), 
此 即 (**). 口 


引 理 3.5 设 XX,T,p* 如 引 理 3.4 中 所 述 ， 4 C X, 以 及 fe 
Cc(X), 那 末 以 下 两 结论 成 立 : 

(DD) 车 x < Ff, 则 p*(4) < I(f); 

(2) 车 0 < 了 <xh, 且 4 为 紧 集 ， 则 了 (f) < p*(4). 

证 (1) 设 0<e<1, 并 记 


Ue={z€EX: f(z)>1-e)}. 
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显然 ，U。 为 开 集 ， 且 UV。 2 4, 由 (o)， 


A"(Ue) = sup{I(9): 9 < Ue}. 


于 是 ， 

g < xv, < (1/(1 ~ ea))F, 
从 而 

(Ue) < (1/(1— e))1(f), 
因此 


1°(A) < p*(Ue) < (1/(1— ee)I(A). 


由 上 式 及 。 的 任意 性 ， 便 得 (1) 的 结论 . 
(2) 设 7 为 一 开 集 ， 且 UD 4. 显然 ，f <U. 于 是 


Tf) < pe (DU). 


将 上 式 两 端 对 开 集 U 2 4 取 下 确 界 ， 由 (8) 便 得 I(f) < py*(4). 口 
引 理 3.6 设 义 ,T,p* 如 引 理 3.4 中 所 述 . 车/ 为 必 在 BX) 上 
的 限制 ， 则 /为 Radon 测度 ， 且 


1(f) = 人 fdp, vf e Ce(X). 


证 由 定理 2.2, 对 任 一 紧 集 K, 有 一 f € Cc(X), 使 得 xx < f. 
于 是 ， 由 引 理 3.5, K(K) < oo. 因此， 测度 p 满足 条 件 (a). 
设 4eB(X). 由 (8), 
4(4) = pj*(4) = inf{y*(D0) : U 为 开 集 , U > A} 
=inf{y(U) : U 为 开 集 ，U 2 A4}. 


于 是 ， 4 满足 外 正则 条 件 (b). 
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设 品 为 任 一 开 集 . 由 (a) 以 及 引 理 3.5(2) 可 得 


AD) =p(U) = sup{I(f): f <U} 
< sup{y*(suppf): f <U} 
= sup{y(suppf): f <U} 
< sup{J(K) : 天 为 紧 集 , K CU}. 


由 上 式 结合 明显 的 不 等 式 
HA(D) > sup{w( 天 ) : 五 为 紧 集 , K CU}， 


便 知 / 满足 内 正则 条 件 (c). 
因此 ， 为 关上 的 Radon 测度 ， 余下， 我 们 来 建立 等 式 


1(f) = 六 fdy. 


显然 ， 只 需 考虑 f > 0 的 情形 . 
对 任 一 => 0 以 及 任 一 ne N, 定义 


0， 当 f(z) < (一 Dei 
one- 当 (n — De < f(z) < ne; 
人 ， 当 f(z) > ne. 


显然 ，fn& Cc(X), 且 suppfn = {Zz: f(z) > (n 一 1)s} 作为 紧 集 
suppy 的 闭 子 集 也 是 紧 集 ， 因 f 为 有 界 函 数 ， 故 必 存 在 某 N < N， 
使 得 当 n> NN 时 刀 = 0. 于 是 ， 


Ko=suppf, Kn={z€EX: f(z)>ne}, neN. 
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容易 验证 
Exx, Sfn<exx,, (1<n<N). 


于 是 
ep(Kn) < 人 fndp <ep(Kn-1) (<n<N). 
如 将 不 等 式 
Exx, < fn < exx,s 
改写 成 


Xx, < 2 <XK。,， 
并 使 用 引 理 3.5, 便 得 
ep(Kn) SI(fn) Sep(Kn1) (lgngN). 


于 是 我 们 得 到 


N N-1 
ed pKn) < / fdp <e Dp(Ks) 
n=1 x n=0 


以 及 
N RN 一 1 
ed HA(Kn)<I(f)<e》 ACEKn). 
n=1 n=0 
因此 ， 
jp- { fan s entsuppf). 
由 se 的 任意 性 ， 得 到 


1(f) = 人 f du 
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定理 3.7 (Riesz 表现 定理 ) 设 X 为 LCHS. 车 I 为 Cc(X) 上 的 
正 线 性 泛 函 ， 则 在 X 上 存在 唯一 的 Radon 测度 几 使 得 


r= fan vf e Cc(X). 


证 存在 性 由 引 理 3.6 得 到 . 
现 证 唯一 性 .假设 存在 两 个 Radon 测度 上 和 vw, 满足 


nD=/ san= ff vf e Cc(X), 


那 末 由 定理 3.3 可 得 : 对 任 一 开 集 UC X, 有 ju(V) = v(U). 再 由 
4 和 > 的 外 正则 条 件 (b) 可 得 : 对 任 一 4e B(X), 有 (4) =v(A). 
于 是 我 们 完成 了 Riesz 表现 定理 的 证 明 . 口 


84，、JIysr 定理 
引 理 4.1 设 久 为 LCHS, 4 为 XX 上 的 Radon 测度 ， 若 
Be B(X), p(E) < oo 


则 
KA(B) = sup{k(K): K C EK 为 紧 集 } 


证 对 于 任意 的 < > 0, 由 4 的 正则 性 ， 有 开 集 U 2 瓦 , 使 得 
A(U) < p(E)+e, 
以 及 有 紧 集 LC U, 使 得 
AL) > p(U)—e. 
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由 j(U\ EB) < ,并 使 用 的 外 正则 性 , 必 有 一 开 集 V 2 U\ EE, 满 
足 j(V)<e. 记 KK=L\V, 则 K 为 一 紧 集 ， 县 


A(K)=p(L) — p(LNV) 
>p(U) ~-e—p(V) 
> u(E) ~ 2e. 

上 式 蕴 含 着 引 理 的 结论 。 口 


定理 4.2 设 X 为 LCHS,y 为 X 上 的 Radon 测度 . 若 1<p < oo 
则 Cc(X) 在 Lr(p) 内 称 密 (记号 L?(p) 表示 空间 [P(X,B(X),). 
证 设 fe Lr(p), f>0. 那么 存在 简单 函数 pn,ne N, 使 得 


OS pn pntiSf, Vr, lim pn(7)= f(z). 


于 是 ， 
0<f-pn<f. 
根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 我 们 得 到 


lim ||f ~ pnllp = 0. 
n—o0 


由 此 可 见 , 简单 函数 类 在 L?(y) 中 笛 密 . 故 只 需 证 明 特 征 函 数 Xe 可 
以 由 Cc(X) 中 的 函数 来 换 近 (在 L? 范 数 意义 下 ), 其 中 BE € B(X)， 
且 y(E) < ceo. 由 引 理 4.1, 有 紧 集 KK CE, 使 得 


HK) > p(E) 一 到 
又 由 4 的 外 正则 性 ， 有 开 集 U D> EE, 使 得 


HU) < p(E)+ 3 


+ 
[i 


Mu(U\K)<s. 


98 


最 后 ， 由 定理 2.2, 存在 一 fe Cc(X), 使 得 xx < f < Xv. 因此 
— file= lxs — fl?d, U\K 
lxs = fp hw fdp < pu(U\K) <e 


此 即 证 实 了 前 面 的 断言 . 口 

定理 4.3(JIyauH) 设 X 为 LCHS, 为 X 上 的 Radon 测度 ， 
以 及 函数 f : X 一 下 Borel 可 测 且 几 乎 处 处 取 有 限 值 . 设 E= 
{fzeX: flz) 关 0}. 车 jy(E) < co, 则 对 任 给 的 s > 0, 存在 一 
g € Cc(X)， 使 得 


p({z EX: f(z) #9(7)}) < e. 


证 分 两 种 情形 来 考虑 . 
(i) 设 f 为 有 界 的 可 测 函 数 .此 时 ， f Ee L(p). 于 是 ， 由 定理 
4.2, 存在 gn < Cec(X), 使 得 


llen 一 和 一 0 ( 当 m 一 co). 
因此 ， 存 在 {gn} 的 一 子 序列 (不 妨 仍 记 为 {gn]), 使 得 
gn—?f a.e. 


由 p(B) < co, 并 使 用 Eropos 定理 (第 一 章 定理 2.3), 存在 集 4 C 
,使 得 u(E\ 4) <e 且 {gn} 在 A 上 一 致 收敛 于 ff. 
其 次 ， 由 4 的 外 正则 性 ， 有 开 集 U2 已, 使 得 


A(U \E)< <. 
又 由 引 理 4.1,, 有 紧 集 天 C 4, 使 得 
A(4\ 开 ) < <. 


由 于 {gn} 在 及 C4 上 一 致 收敛 于 f, 故 了 在 K 上 的 限制 flx 为 
连续 函数 ， 从 而 ， 由 Tietze 延 拓 定理 (定理 2.4), 存在 9 < Cc(X)， 
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使 得 当 z €E K 时 ， g(x) = f(z), 以 及 suppgCU. 但 
{rE X: f(z) Ag(z)} C (U\ KR). 
因此 ， 


nu({z EX: f(z)#g(7))) < pu(U\K) 
<p(U\E)+p(E\A)+u(A\ K) < 3e. 


于 是 ， 定 理 的 结论 对 有 界 可 测 函 数 成 立 ， 
(ii) 设 为 无 界 的 可 测 函 数 ， 如 记 E, = {z € E: |f(z)| < mn， 
则 En 入 吾 (n 一 co). 因此 ， 存 在 NN, 使 得 


u(E\E,)<e, 当 m > N. 


考虑 某 n > N. 对 函数 fxs。 使 用 (i) 的 结论 ， 存 在 gE Cc(X) 使 
得 
pH({z EX: g(r) # f(z)xs, (7)}) < e. 


于 是 


Hz: g#f}) < p({z: g# fxs,}) +p({z: fxs, #f}) 
<p({z: g# fxs,})+p(BE\E,) 
< 


到 此 ， 定 理 证 毕 。 口 


§5， 测度 的 Radon 乘积 (正则 积 ) 


设 (X, 4A4,p) 和 (Y,B,v) 是 两 个 测度 空间 ， 在 第 一 章 $7 曾 讨论 
过 它们 的 乘积 空间 . 回忆 一 下 定义 7.3 的 内 容 . 对 于 4€ ,BeB， 
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我 们 称 4x B 为 可 测 和 矩形, 而 p(A4)v(B) 为 它 的 面积 . 基于 可 测 矩 
形 的 面积 , 在 六 xY 上 定义 了 外 测度 和 A*. 然后 , 按照 Carathkodory 
条 件 ， 确 定 一 个 o 代数 M. 并 把 和 * 在 At 上 的 限制 记 作 py x 六 
称 之 为 测度 p 与 v 的 乘积 ， 我 们 知道 ， ML 2 4 x 23. 其 中 全 > 好 
表示 可 测 矩形 之 全 体 生 成 的 v 代数 .定义 7.3 说 的 是 ， 测 度 空间 
(XxY,M,pxv) 和 XxY,AxB,pyxv) 都 叫 作 (X,A,p) 和 (Y.B.v) 
的 乘积 空间 ， 我 们 知道 乘积 测度 4 xv 满足 条 件 


xz(4xB)=n4)vz(B)，VA<s4 BeB. 


现在 ,假设 XX 和 Y 是 LCHS, 且 jy 和 vw 分 别 是 X 和 Y 上 的 
Radon 测度 ， 我 们 自然 会 问 上 述 的 乘积 测度 上 xz 是 否 XxyY 上 
的 Radon 测度 . 

为 了 讨论 这 个 问题 ， 我 们 先 回忆 一 下 乘积 拓扑 的 概念 ( 见 [1， 
114 页 ). 设 U,» 分 别 是 和 YY 的 拓扑 基 . 那么 定义 W = UxYy 
为 入 xY 的 拓扑 基 . 这 样 定义 的 拓扑 叫 作 乘积 拓扑 . 我 们 讨论 乘 
积 空 间 时 ， 只 讨论 这 样 定义 的 乘积 拓扑 .如果 X,Y 都 是 LCHS， 
浊 乘 积 空间 X xY 也 是 LCHS( 见 [11],192 页 ). 车 X,Y 皆 有 可 数 
基 ， 则 XxY 亦 然 . 

很 明显 ， 乘 积 测度 空间 (XxY, Mo,p xv) 中 的 o 代数 M --…- 定 
包含 o 代数 4 x B, 并 且 乘 积 测度 /一 定 满足 


(uxu)(AxB)=1(A)v(B), vAEB(X), BeBY) 1) 


现在 ， 我 们 的 问题 是 : 

问题 1 乘积 测度 空间 (XxY, M,jxv) 中 的 o 代数 M 与 Borel 
代数 B(X xY) 的 关系 如 何 ? 如 果 MM 2 B(X xyY), 那么 pxv ( 限 
制 在 B(X xY) 上 ) 是 否 Radon 测度 ? 

问题 2 如 果 不 能 确定 M 和 B(X xY) 的 关系 ， 那 末 有 没有 办 
法 在 XxY 上 定义 一 个 Radon 测度 7, 使 它 满足 条 件 (1)? 如 果 这 
样 的 7 存在 ， 它 是 否 唯一 ? 
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当 X, Y 都 有 可 数 基 时 ， 问 题 1 有 肯定 的 回答 .而 对 于 问题 2， 
我 们 将 使 用 Riesz 表现 定理 来 给 予 解答 . 

引 理 5.1 (a) 若 X 和 YY 是 LCHS, 则 

B(X) x B(Y) C B(X x Y); 
(b) 车 和 YY 是 具有 可 数 基 的 LCHS, 则 
B(X) x B(Y)= B(X xY). 
证 由 乘积 的 定义 ， 有 
AxB=(AxY)N(XxB), AeB(X), Be B(Y). 
考虑 一 个 连续 映射 +: X xY 一 X, x((z,y)) = z. 由 定理 3.1 可 
知 7 为 Borel 可 测 的 ， 也 即 当 4 eB(X) 时 ， 有 
-1(4)= AxY eB(XxY). 
同 理 可 证 当 Be B(Y) 时 ， 有 XxBeB(XxY). 于 是 AxBe 
B(X xY). 由 此 可 知 (a) 成 立 . 

为 证 (b), 设 U 和 V 分 别 是 久 和 YY 的 可 数 革 . 那么 W = 
{UxV: UeU,VevV} 是 XxY 的 可 数 基 于是， 和 X xx 中 
的 任 一 开 集 可 表示 成 W 中 可 数 个 集合 的 并 集 ， 而 W 中 每 一 集 属 
于 B(X) x B(Y). 故 关 xY 中 任 一 开 集 属于 B(X) x B(Y), 由 此 推 
得 B(XxY)c B(X) x B(Y), (b) 证 毕 ， 口 

下 面 的 定理 部 分 地 回答 了 问题 1. 


定理 5.2 设 X 和 YY 是 具有 可 数 基 的 LCHS, jy 和 vw 分别 是 X 
和 YY 上 的 Radon 测度 . 那么 乘积 测度 yxv 是 XxyY 上 的 Radon 
测度 . 

证 由 引 理 5.1(b) 知 


B(X) x B(Y) = B(X x Y). 
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因此 ， 我 们 只 需 证 明 yxv 是 Radon 测度 . 但 由 定理 3.2, 我 们 只 
需 证 明 jxv 在 XxY 的 每 个 紧 集 都 取 有 限 的 值 . 
设 K 为 XxY 的 紧 集 ， 考虑 连续 映射 


Tm: XxXY XX, Mm(z,y) = 7; 
Ta2: XxXY 3Y, ra(r,Yy) =Y. 


并 记 Ka = ma 人 (天 ) 及 K2 = 72(K). 显然 ，K C Ki x Ks, 且 Ki 和 
Kz 分 别 是 X 和 了 的 紧 集 ， 因 此 


(pxv)K) < (pxv)(Ki x K2)= pKi)v(K2) < co 


为 给 出 问题 2 的 回答 ， 我 们 分 成 两 步 来 完成 : 

(iD 在 空间 XxY 上 定义 一 个 适当 的 Randon 测度 7, 使 它 满足 
等 式 (1); 

(六 证 明 7 的 唯一 性 . 

为 了 确定 XxY 上 的 Radon 测度 7, 我 们 将 以 Riesz 表现 定理 
为 工具 . 


引 理 5.3 设 X 和 YY 是 LCHS, jy 和 vw 分 别 是 和 和 Y 上 的 
Radon 测度 . 若 fe Cc(X xyY), 则 有 

(a) 对 每 一 zEX, f(z,:) € Ce(Y); 

(b) 定义 p(z) = fy f(z,y)dv, 有 we Cc(X). 

证 记 天 = supp f(z,y). K 为 XxY 的 紧 集 又 记 


Ki={rEX: (yeEKR}, Ke={yeY: (ry eK}. 


易 见 Ki 为 X 的 紧 集 ，K2 为 了 的 紧 集 . 对 每 一 z E XX, f(z,*) 为 
Y 上 的 连续 函数 ， 且 supp f(z,*) C Kz, 故 f(z,-) es Cc(Y). 因此 ， 
(a) 成 立 . 

任 取 zo E 鲜 . 对 每 一 ye K2, 由 下 在 (zn,y) 处 的 连续 性 ， 存 在 
Zo 的 一 个 开 邻 域 V, 和 v 的 一 个 开 邻 域 WW, 使 得 


17(z,y) 一 co < 当 reU. y eh 
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于 是 
lf(z,9)— f(zoy)|<e, 当 zeEU,, y eVW. 


显然 ，{W : ye K2} 为 Kz 的 开 复 盖 ， 故 必 存 在 有 限 个 V,, i = 
1,…,m, 使 得 


i 
UW 2:. 


4=1 
取 U= 从 Us 则 得 
(my) -f(zoW) <e, BreU, ye kz. (4) 

故 当 z EU 时 ， 有 

ple) -eeolls {Ves feo wld < ev(1o). 

天 2 
注意 到 suppw C Fi, 便 知 e Cc(X). 于 是 (b) 成 立 ， 口 
根据 引 理 5.3, 我 们 在 Ce(X x Y) 上 定义 泛 函 天 
vf e Ce(X x ¥), 1(f) = 人 ( / Fz,y)dv(y))dn(z). (2) 


显然 ， 了 是 正 线性 泛 函 .那么 ， 根 据 Riesz 表现 定理 ,在 XxY 
上 存在 唯一 的 Radon 测度 Y 满足 


wecex x¥), TO- 人 hr (3) 


引 理 5.4 设 义 ,Y 都 是 LCHS, pv 分别 是 X 和 Y 上 的 Radon 
测度 若 Radon 测度 Y 由 (2) 和 (3) 定义 ， 则 Y 满足 等 式 (1), 即 


vA € B(X),vB € B(Y), yA x B)= 4(A)v(B). (4) 
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证 先 考虑 A 和 B 分 别 是 X 和 YY 的 开 集 的 情形 . 此 时 ， 取 紧 
集 Kn C 4 和 紧 集 CB (ne N), 使 


lm, A(Kn) = MA)， lm, v(Jn) = v(B). 
取 pn < 4, 使 Xx < pn; 取 Wn<B, 使 Xj < Wn. 那么， 
pnyn <AxXB, 
且 根据 了 及 的 定义 ， 


Ax B)2 Tn) = /po 名) 如 >wKaJz(7 
MA)v(B) > 9A x B) > p(Kn)v(In). 


令 n 一 oo 便 得 (4). 
现 设 4, B 分 别 是 关 ,Y 的 紧 集 ， 那么 ， 


7(4xB)=inf{Y(G): ”G 是 开 集 且 G 2 4 x B}. 
对 于 任意 的 开 集 G 2 4 x B, 定义 
VreX, Gs ={yeY: (zy)eGh. 


那么 ，Gs 是 Y 的 开 子 集 . 而 且 当 z € 4 时 Gs 2 8. 先 取 定 ze 4. 
对 于 每 个 ye B, 有 X 的 开 集 UV, 和 YY 的 开 集 WW, 使 得 


(z,y) EU,xVW,CG. 


开 集 族 {WV : y € B} 是 B 的 复 盖 . 从 中 取 有 限 的 子 复 盖 {W，: 
$= 1,…,m}. 定义 


显然 ， 它 们 分 别 是 X 和 了 的 开 集 ， 且 
{z} x 瑟 C 已 xQ-cG. 
于 是 ，{P. : ze 4} 是 4 的 开 复 盖 . 从 中 取 有 限 的 子 复 盖 {P, : 
i=1,…,n}. 定义 
P=\JP,, 0= /|eQ:.. 
=1 sl 
那么 ，P, @ 分 别 是 X,Y 的 开 集 ， 且 
4xBPcPxQcG. 
因此 ， 我 们 断定 


7(A4xB) = inf{y(P x ©@): 
P,Q 分 别 是 X,Y 的 开 集 且 Px82 AxB}. 
那么 ， 由 于 已 证 得 Y(P x 8) = MP)z(@), 我 们 证 明了 ， (4) 式 当 
4,B 分 别 为 六 ,Y 的 紧 集 时 成 立 . 

在 一 般 情形 下 , 设 4e B(X), Be B(Y). 若 1(4)v(B)=0 或 
>, 则 由 已 证 的 结果 ， 容 易 地 推出 (4). 现 设 4(4)v(B) < (0,co). 那 
么 ， 对 于 任 给 的 < > 0, 在 六 中 有 紧 集 天 和 开 集 U, 在 Y 中 有 紧 
集 J 和 开 集 V, 使 得 

KcACU JCBCV, 
nu(U—K)+v(V 一 J) < <. 
从 而 ， 
kxJcAxBCUxV, 


JHUxV-KxJ)<e(p(A)+v(B) Ti 
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YE xJT)<YAxB)<7YU xV), 
YK x J) < p(A)v(B) < y(U x V). 
由 < 的 任意 性 ， 我 们 证 得 (4).D 


定义 5.1 我 们 把 三 x 上 的 满足 (4) 的 Radon 测度 7 叫做 
和 vw 的 Radon 乘积 ， 或 正则 积 . 


现在 ， 回 答 问题 2 的 步骤 (i) 已 经 完成 下面 我 们 来 进行 步骤 
(i). 

为 说 话 方便 ， 规 定 一 些 名 称 . 设 X,Y 都 是 LCHS. 车 4,B 分 
别 为 X,Y 的 Borel 集 ， 则 称 4 x B 为 Borel 矩形 . 若 UV 分 别 为 
X,Y 的 开 集 ， 则 称 V x V 为 开 拢 形 . 把 一 切 可 以 表示 成 有 限 个 两 
两 不 交 的 Borel 矩形 的 并 的 集合 收集 起 来 ， 记 作 2. 


引 理 5.5 设 X Y 都 是 LCHS. 车 yY 是 XxY 上 的 Radon 测 
度 ， 则 对 于 每 个 开 集 G CXxY 


7(G)=sup{Y(E): Eeeé,BEcoG). 
证 设 0<a<7?Y(G). 由 内 正则 性 知 ， 存 在 紧 集 KK c G 使 得 
7K)>a. 


对 于 每 个 z e K, 取 一 个 开 和 矩形 尽 - 使 ze Re C G. 那么 , {Rs: ze 
K} 是 K 的 开 复 盖 . 从 中 取 有 限 子 复 盖 ， 记 为 {Ri: i= 1,…,m}. 
定义 

B=R, B= RH 一 LE j= j= .m1. 
易 见 ， E; € E，) = o0,…, 作 ,它们 两 两 不 交 ， 并 且 


DB) > 7K) > a 
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由 此 推出 所 需 的 结论 口 


引 理 5.6 设 X,Y 都 是 LCHS, wzv 分 别 是 X 和 YY 上 的 Radon 
测度 ， 那 么 ，X xY 上 只 可 能 有 一 个 满足 (1) 的 Radon 测度 . 

证 设 Y， 7 都 是 满足 (1) 的 Radon 测度 ， 那么 在 每 个 Borel 
矩形 上 ， Y， 7 取 相同 的 值 。 于是， 根据 引 理 5.5, 它们 在 每 个 开 
集 上 取 相 同 的 值 . 结果 ， 根 据 外 正则 性 ， 它 们 相同 口 

至 此 ， 我 们 已 经 完全 回答 了 问题 2. 把 结果 写成 下 述 定理 . 


定理 5.7 设 X, Y 都 是 LCHS,y, > 分 别 是 X 和 了 上 的 Radon 
测度 ， 那 么 ，k 与 v 的 Radon 乘积 (正则 积 ) 存在 且 唯一 . 


习 题 
(31~ 85) 
1. 设 包 EEC) n EN, 且 fi 一 致 收敛 到 f. 那么 feC(X). 
2. 设 fg & C(X). 那么 f+g€C(X), fy € C(X), min(f,g) € 
C(xX). 
3. 车 fe Cc(X), 则 了 有 最 大 值 和 最 小 值 ， 从 而 有 界 . 
4. 设 夺 为 Hausdorf 空间 ，Y 为 X 的 子 空 间 . 证明 
B(Y)= {A: A= BNY, Be B(X)}. 
5. 设 久 为 LCHS. 称 fe C(X) 满足 条 件 (*), 是 指 
Ye>0 {Zz: |f(z)| > e] 为 紧 集 . (*) 
如 记 
Co(X) = {f Ee C(X) : 满足 (*)}， 
试 证 Co(X) = Cec(X). 这 里 ， Co(X) 为 线性 赋 范 空间 ， 赋 有 范 
数 
fl = max{|f(z)|: ze€ X}. 
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6. 设 苇 为 LCHS. 证 明 : 如 果 / 为 o 有 限 的 Radon 测度 ，Ee 
B(X), 则 对 任 给 的 es > 0, 存在 二 的 开 集 U 入 的 闭 集 下 , 使 
得 

FCEcU, UMURKnUV\F)<Ee. 

7. 设 六 为 LCHS, K 为 XX 的 紧 集 . 证 明 : 车 I(f) 为 Ce(X) 上 的 

正 线 性 泛 函 ， 则 存在 常数 c(K). 使 得 


(P| < c(R)lflle, v fe {f ECc(X): suppf C K}. 


8. 证 明 引 理 4.1 的 结论 对 o 有 限 的 Borel 集 也 成 立 . 
. 证 明 在 Iyama 定理 中 ， 如 果 了 还 是 有 界 的 ， 则 所 取 的 9 可 满 
足 . 


ka 


gile < sup |f(z)|. 
zEX 


86. Haar 测度 


(一 ) 拓扑 群 

定义 6.1 设 G 是 一 个 群 (关于 乘法 ), 并 且 是 拓扑 空间 .如 果 
GxG 到 G 的 映射 (7,Y) 一 zy 及 G 到 G 的 映射 z 一 zl 都 是 连 
续 的 ， 则 称 G 为 拓扑 群 . 

我 们 对 这 个 定义 做 如 下 解释 . 

(1) 映射 (z,y) 上 zy 连续 ， 指 的 是 ， 任 取 点 z,y € G, 对 于 zy 
的 任 一 邻 域 W, 存在 z 的 邻 域 UV 和 vy 的 邻 域 V, 使 当 wE U 和 
v EV 时 uv € W. 当然 ， 说 到 一 个 点 的 邻 域 ， 指 的 是 含有 这 个 点 
的 一 个 开 集 .我 们 这 样 来 解释 映射 的 连续 性 ， 与 说 开 集 的 原 象 是 
开 集 是 等 价 的 . 

(2) 映射 > m z-:! 连续 ， 指 的 是 ， 任 取 ze G, 对 于 z-: 的 任意 
邻 域 V, 存在 z 的 一 个 邻 域 U, 使 当 wEU 时 ，wu-! EV. 
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(3) 
映射 (z,y) 一 zy 连续 ， 
人 连续 
等 价 于 说 映射 (z,y) 一 zy-1 连续 . 

我 们 对 于 命题 (3) 给 予 证 明 . 

设 映射 (z,y) 一 zy-! 是 连续 的 . 那么 , 对 于 zy”! 的 邻 域 WW, 存 
在 z 的 邻 域 UV 和 vy 的 邻 域 V, 使 当 wEU 和 weEV 时 ， uv-!€W. 
取 z 为 G 的 单位 元 e 那么 我 们 看 到 ， 当 vEV 时 ，v-1& W. 这 
证 明了 映射 yy! 是 连续 的 ， 那么， 对 于 点 y 的 邻 域 V, 存在 
y7! 的 邻 域 V', 使 当 we 内 时 ，w-1EV. 可 见 当 weEU, veV' 
时 ， uv € W. 这 就 证 明了 映射 (z,y-!) 一 zy-: 是 连续 的 . 


反 过 来 ， 设 
es 一 zy 连续 ， 


映射 z 一 z-1 连续 . 

对 于 zy-: 的 邻 域 W, 存在 开 集 Uz 和 WW-1, 使 ZE Us,y!eEVW,- 
且 当 wE Us,v-!1E€ Vl 时，wv-!1 EW. 而 对 于 WV-:, 存在 开 集 
WW, 使 ye WW 且 当 ve W 时 v1 V,-1. 合 起 来 ,我 们 看 到 ， 当 
WE Us, VE WV 时 ，wv-!€ W. 这 证 明 映射 (z,y) 一 zy-1l 是 连续 
的 . 
对 定义 6.1 的 另 一 项 说 明 是 ， 在 拓扑 群 上 ， 
(4) 固定 一 元 4 € G, 映射 z 一 xz 及 z 一 zu 都 是 同 胚 映射 ; 
且 映 射 xz 一 27! 也 是 同 胚 映射 . 

定理 6.1 设 G 是 拓扑 群 。 那么 以 下 四 条 彼此 等 价 : 

(中)G 是 To 空间; 

(让 G 是 五 空间 

(ii) G 是 五 空间 

(iv) 对 于 单位 元 e, nN{U : 0 为 开 集 ,e EU} = {e}. 

证 我 们 回想 一 下 ,说 G 是 Tw 空间 ， 指 的 是 对 于 G 的 相 异 二 
点 工 和 vy, 一定 存 在 开 集 U 含 z 和 yy 中 之 一 而 不 含 另 一 点 . 说 G 
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是 五 空间 , 指 的 是 对 于 G 的 相 异 二 点 > 和 2 存在 两 开 集 UV 和 TV， 
使 rsUyEY 而 zz 天 V,ygDi 这 等 价 于 说 ，G 的 单 点 集 都 是 
闭 集 . 说 G 是 Tz 空间 ,或 Hausdorff 空间 ， 指 的 是 对 于 G 的 任意 
相 异 二 点 > 和 y, 存在 开 集 U 和 V, 使 zeU,yeV 且 UNV=0. 

先 证 6) 一 (这 . 设 5,y 是 G 的 不 同 的 两 点 . 由 (i) 知 有 一 开 集 
U 含 r,y 之 一 而 不 含 另 一 点 . 设 z EU 而 yqU. 令 V=yU-lz, 
则 VV 是 开 集 ， 且 yeV. 我 们 说 = 关 V. 否则 的 话 ， 设 有 某 ve 忆 
使 z= yu !z, 那么 y= ue U. 这 是 不 可 能 的 . 

设 (让 成立 . 设 z 关 y 是 G 的 两 个 元 . 令 玉 =G 一 {y-1z}. 则 
五 是 开 集 且 单位 元 ee 及. 由 映射 (wv) 一 uv 的 连续 性 及 ee = e， 
知 对 于 e 的 邻 域 万 , 存在 e 的 邻 域 U 和 V 使 当 weU 和 wveV 时 
MuE 万 . 令 

W=UNUVU NVNV. 

那么 W 是 开 集 且 e EW =W-!,WW-!1c 有. 假设 有 seEW 和 
teEW 使 Ys=yt, 那么 z=yts-1eyWW-!1CyH=G-{z}. 这 
是 不 可 能 的 ， 可见 zW NyW = 0. 这 证 明了 (说 ). 

设 (ii) 成 立 ， 那 么 ， 对 于 任何 > 关 e. 存在 开 集 UU 和 V 使 
rE€EU,eEV 且 UNV = 可 见 (iv) 成 立 . 

设 (iv) 成 立 ， 如果 z 关 y, 则 z-2 关 e 从 而 存在 开 集 U 使 
eEU 而 Zz lygU. 即 yzU 而 ze zxU. 证 得 (iD 

例 1 Euclid 空间 及 的 子 空 间 及 -- {0}, 以 通常 的 乘法 ， 构 成 拓 
扑 群 ， 是 局 部 紧 的 .又 ， 及 以 加 法 构成 拓扑 群 ， 是 局 部 紧 的 ， 且 
尺 上 的 Lebesgue 测度 m 是 平移 不 变 的 ， 即 对 于 可 测 集 妃 C 束 , 数 
aeE R,m(E)=m(E+a). 

例 2 设 5 是 绝对 值 ( 即 模 ) 为 1 的 复数 的 全 体 : 

S= {el?: cr: 

集合 5S 以 复数 乘法 及 R? 的 相关 拓扑 feiateve topou :3 ! 思 . 
成 为 紧 致 拓扑 群 . 
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例 3 设 M 是 形 如 G 拉 的 矩阵 的 全 体 ， 其 中 z > 0y < 到. 
以 通常 的 矩阵 乘法 ， M 是 群 ， 规 定 M 的 拓扑 由 R? 的 拓扑 自然 
导出 ， 那 么 M 是 局 部 紧 拓 扑 群 . 

例 4 有 理 数 集 Q 按 加 法 运算 及 的 拓扑 构成 拓扑 群 ， 它 是 也 
空间 ， 不 是 局 部 紧 的 . 

做 为 约定 ， 以 后 讲 到 拓扑 群 时 ， 都 假定 它 是 ZT 空间， 根据 定 
理 5.1, 这 个 限制 并 不 强 . 


(二 ) 拓扑 群 上 的 连续 函数 
设 G 是 拓扑 群 ，f 是 C 上 的 实 值 (或 复 值 ) 函数 . 如果 对 于 每 
个 = > 0, 都 存在 e 的 一 个 邻 域 U, 使 得 当 r :ye U 时 ， 


lf(z)- 7) < a, 


那么 就 说 f 是 左 一 致 连续 的 ; 类 似 地 , 将 上 述 条 件 z-:y EU 换 为 
yz 6 U, 就 得 到 右 一 致 连续 的 定义 . 我 们 注意 到 ， 对 于 e 的 任 一 
邻 域 V 都 能 找到 含 在 U 中 的 一 个 对 称 邻 域 V= ~ (e EV). 那 
么 


ryeV < y!'reV, 
yr-leV > ry! eV. 


可 见 ， 定 义 中 的 z,y 地 位 是 对 称 的 . 

定理 6.2 设 G 是 拓扑 群 ，f es Cc(G). 那么 f 既是 左 一 致 连续 
的 ， 也 是 右 一 致 连续 的 . (此 时 简单 地 说 f 是 一 致 连续 的 . ) 

证 记 扩 =suppf.Ve >0,VvVreK,3 开 集 U 使 得 z EU, 且 
当 y EU; 时 |f(z)--f(y)| < es. 记 W = z-1U-. 它 是 含 e 的 开 集 . 
于 是 存在 含 e 的 开 集 太 , 使 得 记 = Vz! 且 VV C Ws. 开 集 族 
{zVz : ZE K} 复 盖 KK, 可 从 中 取得 有 限 个 ziVz,, i = 1,2,…,n 
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它们 复 盖 K. 令 


那么 V =V-!i,e EV 如果 z-iyeEV 且 xz€ kK, 则 存在 
k€ {1,2,…,n} 使 ZE€ znVi,. 那么 ,一 方面 ZE zk = Vo, 从 
而 
[f(z) — f(zr)| < e. 


另 一 方面 ，yEe zV C zk 到 :VCzkW = U 从 而 
|f(y) — f(zr)| < e. 


可 见 
|f(z) — f(y)| < 2e. 


如 果 z-iyEV 且 yeK, 则 因 y 1z eVY- =V, 由 已 证 之 事 知 
亦 有 |f(z) 一 f(y)| < 2e. 如 果 z -19 ET 但 z 4 K,y KK, 则 显然 
f(z) = f(y) =0. 

总 之 ,证 得 f 左 一 致 连续 . 用 同样 的 论述 可 证 得 f 的 右 一 致 连 
续 性 . 证 毕 .， 口 


(三 ) Haar 测度 的 存在 性 与 唯一 性 

定义 6.2 设 G 是 局 部 紧 群 ，/ 是 G 上 的 非 零 Radon 测度 ， 
车 对 于 每 个 集 媚 < B(G) 和 每 点 > < G, py(zEB) = py(E), 则 称 
上 是 左 Haar 测度 ; 若 对 于 每 个 集 媚 e B(G) 和 每 个 点 re G， 
Ai 已.z) =A(E), 则 称 p 是 右 Haar 测度 若 4 既是 左 Haar 测度 
又 是 右 Haar 测度 ， 则 它 叫 作 Haar 测度 . 

我 们 说 明 ， 记 号 zB 表示 集 fue G : zlu e BE}, Ez 表示 集 
{ueG: ur-!e E}. 

定理 6.3 设 G 是 局 部 紧 群 . 那么 G 上 存在 左 Haar 测度 . 
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证 车 太 是 G 的 紧 子 集 VCG 且 六 9, 则 显然 


KC U 5: 
zEG 


那么 ， 据 有 限 复 盖 性 质 ， 在 G 中 存在 有 限 个 元 z1,… ,zn 使 
Kc Uz Uav. 
i=1 i=1 
定义 
(KD) = min{o: 存在 z1,… ,zn EG 使 K C Uar}. 


i=1 
显然 ，(K :V)=0 * K =0. 
把 G 的 紧 子 集 的 全 体 记 作 Kk,e 的 开 邻 域 的 全 体 记 作 WU, 取 定 一 
个 Ko Ee Kk, 使 Ko 关 0. 对 于 每 个 U EU, 定义 一 个 上 上 的 实 函 数 
hy 
hy(K)= (K:U)(Ko:U)-. 


显然 ， 
hu (Ko) = 了 1i 
当 Ki C KzN, ho (Ki) < ju (K2); 
h, (KiU Kz) < hy(Ki) + h,(K2); 
Vz EG, h,(zK) = h,(K). 

如 果 


KC U ZiK,, 


i=1 


KocUyr (Ve), 


rad 
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K c UU U(riw)T. 
i=1 j=1 
可 见 
(K:U)<(K :Ko)(Ko:U). 
因此 


0<h,(K)<(K:Ko). 
我 们 来 证 明 ， 当 K1U-iN K2U-1=0 时 
h,(KiU 天 2) = h,(Ki)+h,(K2). 


设 n=(KiUK2:UV) 且 


n 
KiUK2C zi. 


i=1 


倘 有 
El(zU)NK, ye (rvV)NK, 


则 


zie (NU )N(yU!) c (KV) mn(K27-1). 


这 是 不 可 能 的 . 于 是 ， 令 


N= {ie{l,2,...,n}: (ziU)N Ki #0), 
N2 = {ie{1,2,...,n}: (ziU)N Kz #0}. 


便 知 Ni nN2 = 0. 那么 


Kic U riU, K2C U ziU. 
iEN: iEN2 


从 而 
h,(Ki)+h,(K2) < h,(Ki UK). 
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(1) 


(2) 


这 就 证 得 (2). 

对 于 每 个 Ke K, 令 Ik == [0,(K : Ko)] 为 R 中 的 闭 区 间 . 
定义 X 为 乘积 空间 有 J_Ix, 赋 有 科 积 拓扑 .由 于 每 个 Ix 是 紧 到 
的 ， 所 以 ， 根 据 TuxoHos 定理 ， XX 是 紧 致 的 . 

根据 (1), 把 函数 h 看 作 是 的 一 个 点 ， h,(K) 是 点 和 在 
Jr 上 的 坐标 . 任 取 Y EU {hs : UeU, Uc Vy} 是 X 的 子 集 ， 
它 在 X 中 的 闭 包 记 作 S(V). 显然 ,车 VieU 且 V = 则 


he fN sv), 
t=1 


从 而 
s(V)c fs). 


i=1 
可 见 ， 诸 闭 集 S(V) (VU e U) 具有 “有 限 交 性 质 ”. 因此 和 s(U) 
€ 

不 空 ， 我 们 取 定 其 中 一 元 h, 用 h(K) 代表 h 在 IK 上 的 投影 ( 坐 
标 ). 那么 

h(K)>0, Kek; h(0)=0; 

h(Ko)=1; 

h(zK) =h(K), Yr € G, VK ek; 

h(K1) <h(K2), 若 Ki C K2, Ki, K2 € kK; 

h(KiU Kz2) < h(Ki1) + h(K2). 
现在 我 们 来 证 明 ， 当 Ki n Ks =0 (Ki, Ka e K) 时 

h(Ki UK;2)= h(Ki) + h(K;). (3) 


事实 上 ， 由 于 Ki 和 Kz 是 紧 集 ， 所 以 可 以 找到 开 集 Ui,U; D Fi， 
i 二 1,2, 且 UVinU=9. 于 是 存在 VeEU 使 KiV CU K2V < U;. 
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那么 ， 对 于 每 个 UeEU, 只 要 UCV-!, 就 有 
(KV)N (KV) =0. 
此 时 ， 根 据 (2)， 
ho (Ki) + ho(K2) = h, (Ki UK2). 


我 们 把 X 的 点 记 为 9 9 在 Ik 上 的 坐标 记 为 ga(K), 天 eK, 我 
们 知道 ， 乘积 拓扑 是 使 投影 (projection) 连续 的 最 小 拓扑 ， 所以， 
从 久 到 民 的 映射 gm q(K),( 对 于 取 定 的 扩 EK) 是 半 上 的 连续 
实 函 数 ， 对 于 任 取 的 Ki, K2 e K, 定义 X 上 的 一 个 实 函 数 


F: gr gq(Ki)+q(K2)— qaKiU Ke). 
那么 下 是 连续 的 . 然而 , 我 们 已 经 知道 , 当 UeU,UcV-! 时， 
F(h,)=0. 所 以 

YqesS(V-!), F(g)=0. 
这 就 证 明了 (3). 
在 G 的 拓扑 上 定义 广义 实 值 函 数 py* : 

(UVU)=sup{h(K): Kek, KCU)}. 

然后 ， 对 于 每 个 AC G, 定义 
(4) =inf {jy*(U): A CU,U 为 开 集 } 


我 们 来 验证 y* 是 G 上 的 外 测度 . 

显然 ， 信 (0) = 0; pr* 是 单调 增 的 . 

先 对 开 集 族 验证 可 列 次 加 性 ， 再 过 渡 到 一 般 情 形 . 设 Ui 是 G 
的 开 集 ， 


oo 


v= (JU. 


1 


iF 


若 天 是 的 紧 子 集 ， 则 存在 ne NN, 使 天 < Ui 那么 ， 根 据 定 
理 2.1-2.3, 我 们 断定 ， 存 在 万 e Ce(G), 满足 


n 
0< fi<!1; suppfi CUi; vreKk 》 Fi(z) =1. 


i=1 


令 Ki = KNsuppfi. 那么 


Kiek, KiCU; 天 = 人 UK 
1=1 
于 是 ， 


n 


h(K) < DRKi) < (ODS Dw (Ui). 


i=1 i=1 1 一 1 


从 而 


AD < Dro). 


i=1 
设 AiCG,A= 芝 4i. 任 给 e>0, 存 在 开 集 Ui, 使 hic Ui 且 
$=1 
WUi) < py (Ai) +2Tis. 
那么 
人 (4) < 人 ( U 四) < WU) < D(Ai)+e. 
i=1 i=1 


i=1 
我 们 证 明了 ie 的 可 列 次 加 性 . 从 而 p* 是 外 测度 . 
现在 来 验证 任 一 开 集 UV 都 是 y* 一 可 测 的 ( 即 关 于 jy” 满足 
Carathéodory 条 件 )， 设 V 是 开 集 且 j*(V) < co， 那么， 对 于 
任 给 的 es > 0, 可 选 一 个 紧 集 K, 使 KCVnvU, 满足 


h(K)> (VNUV) 一 e 
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然后 ， 再 选 一 个 紧 集 工 CYn 天 “使 
h(L) > me(VnKe) -<. 
由 于 天 并 = 外 所 以 
h(KUD=hK)+hL) > VNU + (VNK') -2e 
>m(VnID)+AVne)- 2e. 
从 而 推出 
(Vu(VNUV) + VNU). 
对 于 任意 的 集 4 C G, 车 jp*(4) < co, 则 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 开 
集 V 2 4, 使 
L(A)>p(V)—e. 
那么 ， 根 据 已 证 的 事实 ， 
Mr) >mVnD)+m(VnDe) -se 
>AmA(4nU)+A4nI) 一 e. 
从 而 
L(A)>u(ANU) + (ANU®). 

这 样 ， 我 们 证 明了 开 集 忌 是 心 - 测 的 ， 从 而 B(G) (G 上 的 Borel 
代数 ) 的 每 个 元 都 是 py* 一 可 测 的 . 把 py* 在 B(G) 上 的 限制 记 作 几 
它 是 测度 . 

如 果 KK 是 紧 集 ， 那 么 根据 定理 2.1, 存在 开 集 U, 使 =UVU 且 
0 是 紧 集 ， 于 是 

MA(K) < AID) = sup{h(A): Ae Kk,ACU} < RT). 

显然 h(U) < oo, 所 以 j(K) < oo, 即 jp 在 紧 集 上 取 有 限 值 . 

人 显然 是 使 每 个 可 测 集 都 具有 外 正则 性 的 . 


119 


如 果 K 是 紧 集 ，U 是 包含 K 的 开 集 ， 那 么 h(K) < A(D). 由 
此 推出 ， 


h(K) < inf{j(U) : UU 为 开 集 有 UV 2 K} = 1(K). 
这 样 一 来 ， 对 于 任意 的 开 集 UV, 有 


pu(U) = sup{h(K): K eK, CI 
= sup{y(K): K ek, kcu}. 
这 就 证 明 ， 每 个 开 集 都 是 内 正则 的 . 
显然 ， J(Ko) > h(Ko) = 1. 可 见 /是 不 恒 为 零 的 。 /的 左 不 
变性 是 明显 的 . 
我 们 证 明了 是 G 上 的 左 Haar 测度 口 


定理 6.4 设 G 是 局 部 紧 群 ，k 是 G 上 的 左 Haar 测度 ， 那 么 
(1) 车 UU 是 G 的 非 空 开 集 ， 则 MD) > 0， 
(2) 车 fe Cc(G), 了 > 0 大 0( 即 了 不 恒 取 零 值 ) 则 


/ri>o 


证 取 一 个 紧 集 五 , 使 jy(K) > 0, 对 于 非 空 开 集 U C G, 开 集 
族 {zU: zeGj 是 天 的 开 复 盖 ， 故 有 zi ……,zneG 使 


(Uzw) DK. 


于 是 
0< pK) < HziD)= np(U). 


i=1 


证 得 (1). 
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设 fe Cc(G), 满足 (2) 的 条 件 . 那么 存在 非 空 开 集 UV 及 正 数 
e, 使 得 f > exu. 于 是 


/ fadx> ep(U)>0. 
@ 


证 得 (2). 口 

定理 6.5 设 G 是 局 部 紧 群 ， 上 v 是 G 上 两 个 左 Haar 测度 . 
那么 ， 存 在 一 个 正 数 a, 使 得 上 = av. 

证 取 定 一 个 ge Cec(G), 使 9>0 且 9 不 恒 为 零 ， 对 于 任意 的 
feCc(G), 令 


_ _f(z)g(yz) 
h(z,y) = 六 rc， (zy EGxG. 


那么 hh 是 GxG 上 的 具有 紧 支 集 的 连续 函数 . ee 
及 交换 积分 次 序 的 运算 是 合理 的 ， (参阅 本 章 85). 首 


ff rome un- /rene 


= /youwm= / | em] 


f(z)g(yz) 
/| [ A Te dv(y) 


a [/ Ta 0 中 uy) 


接着 ， 交 换 积分 次 序 ， 这 些 积 分 等 于 


Flag 
/ | To dx) 


性 f(y-!)g(z) ] 
=| | J oy) a | Av?) 


一 
= /raw /5 了 ms dv(y) 
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fly!) 


/Tr I od 


ie 
于 此 式 中 将 几 换 为 w 得 到 


= ado 


=J94k 那么 


gd 


J ian=0: [oar Xt.9n) =0 f fo 


显然 a > 0, 与 了 无 关 ; 而 Je Ce(G) 是 任意 的 ， 由 此 推出 p= av. 
口 


令 a 


(四 ) Haar 测度 的 性 质 


我 们 再 次 强调 ， 我 们 谈 到 拓扑 群 时 ， 都 认为 这 个 群 的 拓扑 是 
Hausdorff 拓扑 . 

车 4 是 群 上 的 测度 ， 4 是 可 测 集 ， 则 定义 (4) = M4-5). 若 
4 是 Radon 测度 ， 则 易 见 五 也 是 Radon 测度 . 


定理 6.6 设 G 是 局 部 紧 群 ，h 是 G 上 的 Radon 测度 .那么 几 
是 左 Haar 测度 <=> 广 是 右 Haar 测度 . 

证 明 是 平庸 的 ， 从 略 . 口 

由 定理 6.5 和 定理 6.6 可 知 ， 诸 右 Haar 测度 彼此 互 为 倍数 . 其 
实 ， 由 于 我 们 涉及 左 Haar 测度 的 讨论 并 不 依赖 于 群 G 的 左 乘 的 
具体 性 质 ， 所 以 全 部 的 讨论 只 须 把 “ 左 ” 换 为 “ 右 ” 便 可 完全 适用 
于 右 Haar 测度 . 
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定理 6.7 设 G 是 局 部 紧 群 ，/ 是 G 上 的 左 Haar 测度 ， 那 么 
上 是 有 限 测度 < 二 > G 是 紧 致 的 . 

证 设 J(G) < co. 取 一 个 紧 集 K, 使 x(K) > 0， 作 紧 集 族 
{ZK : Zz € G}. 可 归纳 地 取出 有 限 个 zwiK, t= ln 使 得 它们 
彼此 不 交 ， 且 任何 其 它 一 个 zK 必 与 UK) 相交 .、 (否则 将 与 


HA(G) < co 矛盾 ). 这 样 一 来 ， 
G= Ulea :Ka 
1i=1 


是 紧 致 的 ， 口 

设 G 是 局 部 紧 群 ，k 是 G 上 的 左 Haar 测度 .由 于 映射 v 呈 
uz( 固 定 z€ G) 是 G 的 自 同 胚 ， 所 以 由 jz(4) = py(Az) 定义 了 G 
上 一 个 Radon 测度 ， 由 于 / 是 左 平移 不 变 的 ， 所 以 js 也 具 此 性 
质 ， 从 而 pc 也 是 一 个 左 Haar 测度 ， 那 么 有 ， Hz = A(z)p, A(z) 
是 一 个 与 zx 有 关 的 正 数 . 现 设 v 是 G 上 的 另 一 个 左 Haar 测度 ， 
那么 有 正 数 a, 使 v = ay. 于 是 


zz = apz = aA(z)p = A(z)v. 


可 见 A(z) 与 p 的 选取 无 关 ， 是 唯一 决定 于 群 G 的 . 
定义 6.3 G 上 的 上 述 正 值 聘 数 A(z) 叫 作 G 的 右 模 函 数 ， 


设 f 是 G 上 的 函数 . 用 fc 表示 f 的 右 平 移 z(z € G), 即 
fel) = f(tz !), teG. 


类 似 地 ， sf 表示 f 的 左 平移 z, 即 2f(t) = f(z-1t),teG. 著 4 
是 局 部 紧 群 G 的 Borel 集 ， 几 是 G 上 的 左 Haar 测度 ，A(z) 是 
G 的 右 模 函 数 ， 那 么 由 (xs)。 = xs。 知 


f Ca = p45) = Alzjn) = AG) [ Xa dp 
G G 
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于 是 ， 对 于 非 负 Borel 可 测 函 数 或 p 可 积 滑 数 f, 有 


J san= aw) f fa 


(或 /7Oawg=Ae /run 


定理 6.8 设 G 是 局 部 紧 群 ， 人 是 G 的 右 模 函 数 ， 那 么 

(1) A 是 连续 的 ; 

(2) Yr,y EG. Alzy) = A(z)A(Y). 

证 取 左 Haar 测度 ,并 取 非 负 的 fe Ce(G) 使 f 不 恒 为 零 . 
记 a= /fdh>0. 并 记 K = suppf. 固定 zo€ G, 我 们 来 证 人 在 
zo 处 连续 . 

任 给 。 > 0, 由 f 的 一 致 连续 性 ( 见 定理 6.2), 存在 么 元 e 的 邻 
域 ,使 当 s ety 时 ， 


lf(s) ~ f(t) < 
并 可 认为 VY。 是 紧 的 ， 且 Ve = V1. 那么 ， 当 z € Vezo 时 ， 
tz! € (tro!)V.. 


从 而 
If(tz-!)— f(tro)| <e, vieG. 


当 t1¢ KVezo 时 ，tzJT 4 KV。 上 且 对 于 ze Vizo 有 2-! ExolV: 
从 而 ，tz-! #4 KK. 于 是 此 时 


fltr-!) = tc) = 
得 
| frets)ad - { fen) dx))| 
< / iftz-9 - f(tz3 apl) 
< eu(KV. zo). 
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对 一 切 se (0,1), 可 认为 VC Wi. 那么 Jy(KV1z0) 是 与 se (0,1) 
无 关 的 常数 ， 从 而 证 得 


Jea0=AG)a 


在 zo 的 连续 性 ， 结 论 (1) 证 毕 . 
对 于 任意 的 Borel 集 4, 有 


A(zy)p(A) =M4zy) = Ag) 4z) = A(YIA(z) (A). 


这 就 证 明了 结论 (2). 口 

显然 ， 我 们 可 以 用 对 称 的 方式 来 定义 左 模 函 数 6(z), 并 且 不 难 
验证 ， 6(z) = [A(z)]-! = Alz-0). 因此 ， 只 研究 右 模 就 够 了 . 

定义 6.4 若 局 部 紧 群 G 的 右 模 函 数 A(z) 恒 等 于 1, 则 称 G 是 
么 模 的 (unimodular). 

显然 ， 局 部 紧 群 G 是 么 模 的 <=> 它 的 每 个 左 Haar 测度 都 是 
右 Haar 测度 ， 从 而 是 Haar 测度 . 

每 个 交换 的 局 部 紧 群 是 么 模 的 . 


定理 6.9 紧 群 是 么 模 的 . 
证 设 A(z) 是 紧 群 G 的 右 模 函 数 ， 那 么 ， 


VrEG, vnE€EN, A(z")= [Alz)]". 


若 有 ze G, 使 A(z) 关 1, 则 A(z) 与 Alz 5) 中 有 一 个 大 于 1. 那 
么 人 是 紧 集 G 上 的 连续 且 无 界 的 函数 ， 这 是 不 可 能 的 ， 口 


下 述 论 断 是 明显 的 . 
定理 6.10 设 G 是 局 部 紧 群 ，/ 是 G 上 的 左 Haar 测度 ， 那 
么 ， 对 于 每 个 4e B(G), 有 


MO = [Ale ) anle)o 
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习 题 


1. 设 Q 是 有 理 数 构成 的 加 法 群 ， 承 袭 民 的 拓扑 ， 也 就 是 说 ， 具 
有 R" 的 相关 拓扑 ( 见 DH). 证 明 在 Q 上 不 存在 非 零 的 平移 不 
变 的 Radon 测度 

2. 设 G 是 正 实数 的 乘法 群 ， 承 袭 民 的 拓扑 ， 证 明 公式 A(4) = 
J dz 定义 G 上 的 一 个 Haar 测度 

3 设 G 是 局 部 紧 群 ， 是 G 上 的 左 Haar 测度 ， 证 明 : G 的 拓 
扑 是 离散 的 < 对 于 某 z€G, p({z}) > 0.， 

4. 设 G 是 局 部 紧 群 ，/ 是 右 Haar 测度 ，A 是 右 模 函数 ,证 明 : 
对 于 每 个 可 测 集 4, w(z4) = Alz-0n(4) (ze G). 

5. 设 G 是 局 部 紧 群 ,/ 是 左 Haar 测度 , 证 明 : G 是 么 模 的 < 
HA=h. 

6. 设 G 是 局 部 紧 群 ， 几 是 左 Haar 测度 ， 证 明 : / 是 v 有限 的 
> G 是 o 紧 的 . 

7. 设 G 是 局 部 紧 群 ，/ 是 左 Haar 测度 ， > 是 右 Haar 测度 ， 证 
明 : 车 可 测 集 4 使 y(4) = 0, 则 必 有 v(4) = 0. 
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第 二 篇 R” 上 的 实 分 析 


本 篇 内 容 是 大 学 “ 实 变 ” 课 程 的 深入 和 发 展 ， 侧 重点 是 介绍 R” 
上 实 分 析 的 近代 理论 和 方法 . 为 贯彻 这 一 宗旨 ， 我 们 选择 的 内 容 
中 强调 了 算 子 插值 和 极 大 函数 这 两 个 理论 的 重要 作用 .这 个 作用 
一 直 贯 穿 在 后 面 几 章 的 内 容 中 .详细 地 说 ， 我 们 把 算 子 插值 的 理 
论 看 成 是 建立 各 种 积分 变换 范 数 不 等 式 的 强 有 力 的 工具 ， 而 把 极 
大 函数 看 成 是 处 理 收敛 (a.e， 收敛， 非 切 向 收敛 ) 问题 的 有 效 方 
法 .这 些 理论 和 方法 正体 现 了 现代 分 析 发 展 中 最 本 质 的 东西 . 

从 另 一 方面 来 说 ， 及 ”上 的 Lebesgue 理论 不 仅 为 第 一 篇 第 一 
章 的 抽象 积分 论 担 供 了 最 重要 的 实例 ， 同 时 ， 也 为 第 一 篇 第 二 章 
的 局 部 紧 Hausdorff 空间 上 的 理论 提供 了 一 个 具有 可 数 基 的 最 重 
要 的 实例 . 

在 这 一 篇 中 ， 我 们 用 m 表示 R" 上 的 Lebesgue 测度 ， 常 把 在 
Lebesgue 积分 号 下 的 积分 元 dm(z) 简 记 为 dz. 当 提 到 可 测 集 或 可 
测 性 时 ， 若 无 说 明 ， 总 是 指 的 Lebesgue 可 测 集 或 Lebesgue 可 测 
性 . 

对 于 可 测 集 BB, 记号 mE, m(E), |B| 都 用 来 表示 它 的 测度 ， 而 
对 于 R" 的 点 z = (zl …,zn) 记号 |z| 表示 它 的 Euclid 范 数 ， 即 
[zl = (z3 + +) 
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第 一 章 ”R" 上 的 Lebesgue 积分 


§1. 线性 变换 下 的 积分 计算 公式 
在 讨论 直线 及 上 的 Riemann 积分 的 变量 替换 公式 
[180= tie Wa 


时 ， 自 然 要 涉及 到 函数 (变换 )p : 及 一 ? 及 的 性 质 ， 如 果 我 们 
考虑 的 是 R* 上 Lebesgue 积分 的 变量 替换 公式 时 ， 首 先 要 求 变 换 
T: R" 一 R" 具 有 这 样 的 性 质 : 了 能 将 定义 域 RR" 中 的 Lebesgue 
可 测 集 映射 为 值 域 R* 中 的 Lebesgue 可 测 集 . 


定义 1.1 设 A 是 R" 的 可 测 子 集 ，T 是 A 到 如" 的 映射 以 下 
总 把 这 样 的 映射 叫做 A 上 的 变换 . 车 了 总 把 可 测 集 映 成 可 测 集 ， 
则 称 T 为 可 测 变换 . 

应 当 指 出 : 即使 变换 T 是 连续 的 ， 它 也 不 一 定 是 可 测 的 ， 例 
如 ， 记 C 为 直线 上 的 Cantor 集 : 


oo 
C={zel0,1]: z= D3 a; =0,2,vji € N}. 


j=1 


定义 变换 T: C 一 [0,1] 为 
T(z) = Do;27i7, 当 z= Dy 037i eC. 
j=1 j=1 


则 易 证 了 为 C 到 [0,1] 上 的 满 的 连续 映射 . 现在 ， 从 [0,1] 中 取 一 
不 可 测 集 媚 由 Co = 7-!1(E) c C 可 知 m(Co) = 0. 此 表明 连续 
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映射 了 把 及 中 的 可 测 集 Co 映射 为 及 中 的 不 可 测 集 E. 然而 ， 如 
对 变换 7 的 要 求 稍稍 加 强 ， 便 可 避免 上 述 现象 的 发 生 ， 
定义 1.2 设 了 是 及 "的 子 集 A 上 的 变换 、 如 果 了 满足 条 件 : 


vz, y€ A, [Tr — Ty| < clz ~—Yl (L) 


其 中 c>0 与 z,y 无 关 ， 则 称 卫 为 A 上 的 Lipschitz 变换 ， 简 称 为 
Lip 变换 . 

注 显然 ,条件 (L) 蕴含 着 连续 性 ， 所 以 ， Lip 变换 一 定 是 连 
续 的 ， 提 醒 一 句 ， 一 个 变换 叫做 是 连续 的 ， 如 果 开 集 的 原 象 总 是 
开 集 . 


定理 1.1 可 测 集 上 的 Lip 变换 是 可 测 变换 . 

证 设 了 为 可 测 集 上 的 Lip 变换 . 

首先 ， 由 了 的 连续 性 易 证 : 了 将 紧 集 映 成 紧 集 (其 证 明 留 给 
读者 ), 由 于 Fs 集 是 紧 集 的 可 数 并 ， 所 以 ，T 把 Fy 集 映射 为 已 
集 . 

其 次 ， 当 了 为 Lip 变换 时 ，T 了 将 零 测度 集 映射 成 零 测 度 集 . 
事实 上 ， 设 了 工 为 R" 中 的 任 一 立方 体 ， 由 Lip 变换 的 定义 ， 有 常数 
c>.0 使 

m*(TI) < cl 
其 中 mm* 代表 及 "上 的 Lebesgue 外 测度 . 设 m(2Z) = 0, 则 存在 一 列 
闭 立 方 体 {I), 使 得 UI S52 以 及 于 | <e. 此 时 ， UT 72, 
且 
mr(TZ)< > mr(T)<cy < ee. 
于 是 mm(T2Z) = 0. 

最 后 ， 设 五 为 了 的 定义 域内 的 任意 的 可 测 集 ， 显然 ， 书 可 表 
示 成 忆 = 互 UZ, 其 中 互 为 媚 集 ， 且 m(2)=0. 于 是 7 瑟 为 大 
集 ，m(T2) = 0, 以 及 TE =THUTZ 便 表 明 T 为 可 测 集 . 口 
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本 节 ， 我 们 只 限于 考虑 一 类 最 简单 的 Lip 变换 一 线性 变换 . 
对 于 线性 变换 T, m(E) 和 m(TE) 之 间 有 着 简单 的 数量 的 关系 . 
定理 1.2 设 了 : R" 一 > 及 ”为 可 逆 的 线性 变换 且 五 为 可 测 集 , 
| 
m(TE) = |det TIm(E). 
注 对 于 可 测 集 EE, 定义 
p(BE) = m(TE). 


那么 ， 显然 是 测度 . 定理 1.2 说 的 是 ，j < mk 是 oc 有限 的 ， 
且 Radon-Nikodym 导数 


dp 
Pr |det T|. 


证 我 们 知道 ， 一 个 线性 变换 了 可 以 用 一 个 nxn 阶 的 方 阵 来 
表示 . 设 T= (aij)nxn, z = (21,72,… ,Zn) ER", 则 


n n n 
r= (5 QilTi 》 az my》 ene). 
i=1 t=1 i=1 


现在 ， 让 我 们 考虑 三 种 特殊 的 线性 变换 (初等 变换 ): 

(a) Ti 只 将 z 的 一 个 分 量 乘 以 非 零 的 常数 倍 a, 而 其 它 分 量 不 
变 . 

(b) T2 只 将 z 的 一 个 分 量 添加 另外 一 个 分 量 的 非 零 常数 倍 ， 而 
其 它 分 量 不 变 . 

(c) Ts 只 将 z 的 两 个 分 量 交换 一 下 位 置 ， 而 其 它 分 量 不 变 . 
这 三 种 线性 变换 有 以 下 简单 的 性 质 : 


detT1 =a, det 723=1 以 及 detT3= -1. 


由 线性 代数 的 知识 ， 如 果 了 为 一 可 逆 的 线性 变换 ， 则 了 可 表 为 
T= 7T00702) .…T(m, 其 中 任 一 TD, 1 < < mm, 必 为 ,Ts 和 


130 


Ts 这 三 者 之 一 . 因此 ， 只 须 证 明定 理 的 结论 对 初等 变换 了 成 立即 
可 . 
如 果 Q 是 及 ”中 的 各 边 分 别 与 各 坐标 轴 平 行 的 方 体 ， 了 是 初 
等 变换 ， 则 明显 地 


m(TQ) = |det TIm(@). 
于 是 ， 由 测度 的 定义 知 ， 对 于 任意 的 可 测 集 
m(TE) <inf{ 5 m(TQ) : Qk 为 方 体 ， 且 


k=1 

U Qk 2 E} = |det TIm(E). 

k=1 
显然 ，T-! 是 与 了 同类 的 初等 变换 、 对 变换 T-! 及 可 测 集 TE 
使 用 上 式 ， 我 们 得 到 反 向 的 不 等 式 : 

m(T-ITE)= m(E) < |detT lIm(TE). 
从 而 完成 了 定理 的 证 明 . 口 
下 面 ， 我 们 来 考虑 积分 的 变量 替换 的 问题 . 


引 理 1.3 设 4,B 都 是 RR” 的 可 测 子 集 ，T 是 4 到 B 的 可 逆 
变换 ， 且 T 和 了 都 是 可 测 的 . 在 4 上 定义 测度 v: 


对 于 可 测 集 E Cc A4,，v(E) = m(TE). 
则 对 于 B 上 的 任意 的 非 负 可 测 函 数 /， 
/ f(Tz)dv(z) = | flz)dz. 
证 只 需 对 于 特征 函数 = Xs, BC B 进行 证 明 . 而 这 由 下 式 
给 出 : 


/ Xa(z)dz = m(B) = v(T-1B8) = 站 Xe(Tzjdz(zj.D 
B A 
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现在 我 们 来 考虑 线性 变换 下 的 积分 计算 问题 . 


定理 1.4 设 卫 : R" 一 ? Rn" 是 可 逆 的 线性 变换 若 f € L(R"). 
则 
/ f(z) dz = |det T' / f(Tz) dz. 
及 nm KR"™ 


证 定义 v 如 引 理 1.3. 那么 根据 该 引 理 
人 Crzjav(z) = 人 f(z)dz. 
但 由 定理 1.2 可 知 ，v 是 co 有限 的 ，v<m 且 
d 
中 = |det T|. 
所 以 ， 根 据 Radon-Nikodym 定理 ( 见 第 一 篇 第 一 章 85), 我 们 有 
f: f(z)dzr = a f(Tr)dv(z) = |det T| 六 f(Tr)dzr.O 
推论 1.5 Lebesgue 测度 m 在 正 交 变 换 p 下 不 变 , 意 即 m(pE) = 
m(E). 
证 设 p 为 正 交 变换 ， 即 线性 变换 p 满足 pp* = 了, 其 中 p* 为 


2 的 转 置 变换 ， 了 为 恒 等 变 换 ， 于 是 ， |det pi = 1. 从 而 ， 由 定理 
1.2 便 推 得 结论 。 口 


推论 1.6 设 5 为 伸缩 变换 : z 一 ? az, 其 中 a>0, 则 
m(6aE) = a"m(E). 
证 由 |det 66| = ar 和 定理 1.2 推 得 . 口 


$2， 正则 变换 下 的 积分 计算 公式 


本 节 的 目的 是 要 把 81 中 线性 变换 下 的 积分 变量 替换 公式 推广 
到 适用 于 更 一 般 的 连续 变换 的 情形 中 . 
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定义 2.1 设 耻 为 及 "的 开 集 ， 变 换 了 : Y 一 ? R", 可 以 表示 成 
T(z) = (t1(z),t2(2),*…, tn(z)), z EV, 


其 中 ， 每 一 右 (zx) 为 定义 于 VV 上 的 函数 (1 < j < n). 若 每 一 tj(z) 
具有 一 阶 的 连续 偏 导数 束 (z), 1<i7<m 即 女 E CI(V), j= 
1,…,n, 则 称 了 为 V 上 的 C! 变换 .这 时 nxn 个 偏 导数 所 构成 
的 方 阵 记 作 D(T)(z): 

(7) 


D(T)(z) = ( 证 ) rEV. 
i /1<ijcn 


并 象 在 多 元 微分 学 中 那样 ， 记 Jr(z) = det D(T)(z), 叫做 了 的 
Jacobi 式 . 


定义 2.2 设 T 是 VC R" 上 的 C! 变换. 若 了 为 单 射 ， 且 对 于 
每 点 zE VJ(T)(z) 关 0, 则 称 工 为 了 上 的 正则 (regular) 变换 . 

注 由 多 元 微分 学 可 知 (可 参阅 W.Fleming, Functions of several 
variables,Springer-Verlag，1977, 140 页 ), 如 果 了 为 V 上 的 正则 变 
换 ， 则 了 一 : T(V) 一 V, 必 是 T(V) 上 的 正则 变换 ， 且 


vreT(V) D(T-)(z): D(T)(T-!z)=I. 
其 中 了 代表 单位 方 阵 . 
我 们 首先 关心 的 是 正则 变换 T 是 否 可 测 变 换 . 


引 理 2.1 C? 变换 是 可 测 变换 . 
证 由 "的 拓扑 性 质 ( 它 是 LCHS) 可 知 ， 任 何 开 集 V 都 可 以 
写成 如 下 形式 : 


V = | Bk, 其 中 Bi 为 半径 有 限 的 开 球 ， 且 Bk CV. 


k=1 


Ot;(7) 


| 


rz € Br, 5 


Ti 
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显然 ， Mk < co. 此 时 ， 由 中 值 定理 
Ve, € Brslts(z) 一 二 (z)| < nMelz — zl, j=l,n. 
于 是 ， 
Vz,z' € Be, |T(z)— T(z)) < mMelz — zl. 


这 表明 ， 了 是 Be 上 的 Lip 变换 ， 从 而 工 把 Bi 的 可 测 子 集 变换 
成 可 测 集 ， 此 事 对 于 每 个 自然 数 大 成立 ， 故 由 Y 的 上 述 表示 断定 
了 是 Y 上 的 可 测 变换 ， 口 


定义 2.2 设 M(z) = (masz) 是 定义 在 BC R" 上 的 方 
阵 ， 记 
|M(z)| = max{ > lmsi(zl 人 0 
了 =1 
lxle=sup{lx(aol: zeB}. 


引 理 2.2 设 z?" = (7z9,…,7z9)€R", 0<h<o, 
Q={(z1 ,Tn): 29—h<ri<z+h, j=1,..,n). 


若是 开 集 V 上 的 C! 变换 ， 且 名 CV, 则 TQ 被 包含 在 以 Tz?" 
为 中 心 ， 以 2hJ|ID(T)lle 为 边 长 的 闭 方 体内 

证 设 Tzr=(7z),…,tn(z), z EV. 由 微分 中 值 定理 知 ， 对 于 
每 点 zeQ, 和 iefl nj 在 z 和 z? 的 联 线 上 ， 存 在 一 点 多 
使 


i 
#0) = #0) = D(z = 29). 
2 dz) 
因此 ， 
~ 0t 
ti(z) ~— ti(z°)| <h - . . 
li(z) -Hz < wo{ Sli) veQ} 
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由 此 证 得 所 需 之 结论 ， 品 
定理 2.3 设 T 是 开 集 Y 上 的 正则 变换 . 定义 v 如 引 理 1.3， 
即 : 对 于 可 测 集 ECV 
v(E) = m(TE). 
那么 ，v 是 o 有 限 测度 ，v < m 且 Radon-Nikodym 导数 
多 四 = ro， rev 
证 我 们 首先 证 明 , 对 于 形 如 引 理 2.2 所 述 的 方 体 8, 只 要 可 < 


V, 就 有 
v(Q) < 1 | 杂 (zjlac. (D 
Q 


设 @ 是 这 样 的 方 体 ， 根 据 有 关 函 数 在 紧 集 祁 上 的 一 致 连续 性 ， 
Ve & (0,3), 35 > 0, 使 得 只 要 zyeQ@ 且 |z 一 y|<5 就 有 


[PD PDs) -DG <= (2) 


取 m Ee 充分 大 , 使 分 <&. 把 8 等 分 成 N = mn 小 块 . 每 小 块 
表达 式 如 下 : 


2(k; — 1)h 
区 : ye ke A 
{(Z1777, Tn): 29—h+ 


2kjh 
STi< oh+t ,j=1,...,n} 


其 中 (i,…, 如) € { mmj". 我 们 把 这 些小 块 记 作 Qk,，k = 
LN 把 Qk 的 中 心 记 作 zk. 
证 明 的 基本 思想 是 ， 在 小 块 8 上 ， 定 义 线性 变换 


Le=D(T)z*), k=1,..,N, 
以 线性 变换 Lk 与 一 个 适当 的 平移 的 复合 ， 作 为 了 在 @k 上 的 近 
似 ， 
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条 件 JT(z) 关 0 保证 Lz! 存在 . 显然，Li1T 仍 是 V 上 的 C1 
变换 .我 们 现在 来 验证 ， 在 CQk 上 ( 当 m 非常 大 时 ) 它 与 一 个 适当 
平移 的 复合 确实 近似 于 恒 等 变 换 I. 定义 


Ak= ZrIT-T= Li (T- Le), at=Ak(z), k=1,.,N. 
定义 变换 5: 
VreV, 6(z)=Axr(z)—at, k=1,..,N. 

我 们 看 到 ， 6k 仍 是 C1 变换 ， 且 

vreV, Lie'T(z)= 1(z)+6(z)+a*. (3) 
根据 微分 法 则 及 矩阵 乘法 法 则 ， 我 们 有 

D(6x) = D(AN = Li (D(T) - Lr). 
注意 到 Lk 的 定义 ， 以 及 当 z € Qk 时 
lz—z*| < 2 < 四 
根据 (2), 我 们 得 到 
5ule <e, k=1,.,N. 


同时 ， 5ktzt) = 0( 坐 标 原点 ). 那么 ， 根 据 引 理 2.2, 6.(Q4) 落 在 一 
个 以 原点 为 中 心 ， 边 长 为 鸡 。 的 方 体 中 . 于 是 ,根据 (3), Z-17Qx 
必然 落 在 一 个 以 ok 为 中 心 ， 边 长 为 (1+2c) 牙 的 方 体 中 这样 一 
来， 

m 人 (LEITQk) < (1+2s)"m(Qk)， 大 = 1 ,和 N. (4) 
根据 引 理 1.2, 对 于 k=1,…,N 


z(@ =mm(ZKZRTQk) = |det Lelm(L™ TQR). (5) 
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把 (4),(5) 合 起 来 ， 并 注意 到 det Lk = Jr(z*), 我 们 得 到 


N 
v(Q) < (1 +20)" 》 Wr(e')m(Qe). (6) 


k=1 


易 见 ， 式 中 的 和 恰 是 积分 Jolzrz zjldz 的 一 个 Riemann 和 . 于 (6) 
中 令 N 一 co, 就 得 到 


v(@) < (1+ 2cj" 下 17r(zjldz. 


再 令 = 一 0, 我 们 终于 得 到 (1). 
定义 情 


对 于 可 测 集 ECV MB) = /rtejla 
已 
根据 (1) 我 们 推出 ， 对 于 任意 的 可 测 集 CV 
v(B) < p(E). 四 


由 此 断定 ， v 是 c 有 限 测 度 ， 且 v < m， 从 (7), 根据 Radon- 
Nikodym 定理 ， 我 们 知道 ， 对 于 TV 上 的 任意 的 非 负 可 测 函数 f. 


le )</ f(ra)dnls) = | Arora. 


由 引 理 1.3， 
| raate)= {f(a 
VvV TV 


于 是 
[ jjdz< { 10)Ir(a)lar. (8) 
TV Vv 


由 于 了 是 正则 变换 ， 可 以 对 -1 使 用 (8). 那么 我 们 得 到 
f(a)Ir (Ta) Ir (a)ldz > [ f(To) Tr(z)ldr. 
TV V 
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然而 ( 见 定义 2.1 的 注 )， 
NzeTV | 厅 (TrizjllJr-i(z)| = 1 


所 以 ， (8) 实 为 等 式 ， 也 就 是 说 ， (7) 实 为 等 式 . 口 

作为 定理 2.3 和 引 理 1.3 的 直接 结果 ， 我 们 得 到 下 述 积分 变量 
替换 公式 . 

定理 2.4 设 了 是 定义 在 了 上 的 正则 变换 . 车 fe L(TV), 则 


人 ram- Arora)ler. 
TV 到 


83， 球 坐标 下 的 积分 计算 公式 
设 n>2. 定 义 
Zn-1= {rz ER": |z|= (z2 + + 72)$ =1} 


设 m 是 恨 * 上 的 Lebesgue 测度 . 我 们 声明 过 ,在 本 篇 中 ， 提 到 R” 
上 的 Lebesgue 测度 时 ， 指 的 就 是 实 变 函 数论 课程 中 详细 讨论 过 的 
通常 的 Lebesgue 测度 . 把 Rn" 中 的 Lebesgue 可 测 集 全 体 记 为 A4. 
那么 (R", M,m) 是 一 个 c 有 限 的 测度 空间 . 记 B(R\) 为 R" 中 的 
Borel 集 族 ， mm 限制 在 B(R\) 上 是 Radon 测度 . 

记 X= R" 一 {0} (0O 表示 坐标 原点 ); 记 了 了 = (0,co x 2 1. 
对 于 每 点 z € XX, 对 应 有 唯一 的 一 点 (|zl, 闸 ) es 了 .把 这 个 对 
应 关系 记 作 yp, 即 yp(z) = (|z|, 盏 ) 显然， 这 是 一 个 可 逆 映 射 : 
pn6=r60<r<oo6ezn li. 定义 Y 的 开 集 是 X 的 开 集 
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在 w 下 的 象 . 那么 vp 是 XX 到 Y 的 同 胚 映射 . 我 们 把 e(z) 叫做 点 
z 的 球 坐 标 (z 关 0). 于 是 关 与 Y 被 “依照 y 等 同 ” 起 来 . 


定义 3.1 设 BC2Z。i. 若 p-1((0,1)x 瑟 ) 是 久 的 可 测 集 (R" 
的 可 测 集 ), 则 称 E 是 ,1 的 (Lebesgue) 可 测 集 ， 把 D。1 上 的 
可 测 集 全 体 记 作 E. 在 二 上 定义 函数 o: 


VEegé, oF)=nm(y-1((0,1) x E)). 


称 o(E) 为 五 的 (Lebesgue 测度 ). 

注 我 们 可 以 只 对 -1 上 的 开 集 G( 它 是 R” 的 开 集 与 2 -1 
的 交 ) 定义 o(G) = nm((0,1] x G). 然后 ， 基 于 o 定义 可 ,1 上 的 
外 测度 o*: 


o*(E) = inf{o(G) : G 为 开 集 G 2 E}. 


再 按 Carathéodory 条 件 , 定义 nm_1 上 的 可 测 集 族 及 相应 的 测度 . 
但 不 难 验证 ， 这 样 定义 的 球面 测度 ， 与 定义 3.1 给 出 的 是 完全 一 
样 的 . 
把 (0,00) 中 的 可 测 集 (R 的 可 测 集 ) 全 体 记 作 N. 在 W 上 定义 
测度 p: 
VAEN, p(A)= | r™idr. 
ew, ot)= 人 


这 里 dr 表示 及 的 寻常 Lebesgue 测度 元 . 显然 ，p 关于 (0,co) 上 
的 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 ， 是 v 有限 的 ， 完 全 的 . 

于 是 , 按 第 一 篇 中 讲 过 的 , 测度 空间 ((0, o0), NW,p) 和 测度 空间 
(1 别 ,0) 产生 一 个 乘积 测度 空间 (Y, M',p x o). 


定理 3.1 按 “ 依 照 p 等同 ”的 观点 ， 
M’=M, pxo=m. 


139 


证 记 太 ={4xB:4eN Be 是 Y 上 的 可 测 矩 形 族 . 
依 pxec 的 定义 ， 


pxoa(AxB)=p(A4)o(B), AxBeEeR. 
如 果 我 们 能 证 明 
m(p(AxB))=p(4)o(B), AxBEeR, (1) 


那么 就 可 断定 pxo 与 m 在 及 上 一 怪 . 由 此 ， 根据 R" 的 几何 结 
构 进一步 断定 外 测度 (pxo)* =m*, 从 而 M'=M,pxo=m. 所 
以 我 只 需 给 出 (1) 的 证 明 . 

为 此 我 们 任意 取 定 B € E. 

先 考虑 4= (a,b) (0 < a<b< cc) 的 情形 .此 时 


AxB=(0,b)xB-(0,axB. 
所 以 
m(p-1(AxB))=m(p- 1((0,b) x B)) —m(y™ 1((0,a] x B)). 


记忆 (al = wp-!((0,a) x B) (a >0). 令 6 为 R" 上 的 伸缩 变换 ( 见 
$1). 那么， 根据 推论 1.6 以 及 a 的 定义 ， 


m(E(a)) = m(6,E(1)) = a" m(E(1)) = Lana(B). 
于 是 ， 
m(p-1(4 x B)) = 2(b" — a")o(B) = pl(a,b)) o(B). 


由 此 断定 ， 在 NxB 上 m 与 p xo 一致. 
由 B 之 任意 性 ， 进 一 步 断 定 m 与 pxo 在 及 上 一 致 从 而 完 
成 了 定理 的 证 明 . 口 
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我 们 可 以 把 定理 3.1 的 结论 写成 ( 按 “ 依 照 9 等 同 ” 的 意义 ) 
(Am) = (ce) x Br_1s Mp x 0) 


或 简单 地 写 m= px o. 
推论 3.2 设 feL(R"). 则 
(2) 


人 f(a) de = / > 人 f(a 


这 就 是 球 坐 标 下 的 积分 计算 公式 . 

证 只 需 对 特征 郴 数 进行 证 明 . 

设 已 是 下" 的 可 测 集 ， 仍 用 已 表示 互 -{O} CX. 那么 根据 
定理 3.1 


人 Xedm = 人 Xedm = m(E) 
=pxoa(p(E)) = 人 Xp(E)(Y)d(p x o)(y) 


/ xs (p(y))d(p x oly). 


对 于 y= (6), 我 人 有 p(y) = 76. 注意 到 明显 的 等 式 


d(p x o) _ om 一 
d(m x aj") 3 


我 们 就 完成 了 证 明 . 口 
由 推论 3.2, 我 们 直接 得 到 下 述 公式 . 
推论 3.3 设 feL(R") 且 f(z)= g(lz|). 则 g€ 上 ((0,o0),N,p) 


且 Co 
/ f(z) dz = 人 g(r)r™ldr. 
Rn 0 
满足 f(z) = g(|z|) 的 函数 f 叫 作 径 向 函数 . 
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$4. 两 个 重要 不 等 式 的 推广 


在 第 一 篇 第 一 章 $3 中 ， 我 们 已 经 建立 了 两 个 重要 的 积分 不 等 
式 : Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 ， 有 时 ， 我 们 需要 用 到 它 
们 的 拓 广 形式 ， 为 此 ， 先 考虑 Hilder 不 等 式 的 推广 . 


定理 4.1 设 
1 1 
Ld Ui 
Pi Pp2 pm 


车 fi ELr(R"),1<i<m, 则 
让 [fo) 各 (zjlaz < fla fl 


证 当 m=2 时， 即 为 H6lder 不 等 式 . 对 于 一 般 情形 ， 我 们 只 
须 考虑 m = 3 的 情形 . (对 于 mm > 3 的 情形 ， 证 明 方 法 相同 ). 由 


二 


Pip2 \-1 
+ P| 


所 以 使 用 Halder 不 等 式 ， 就 得 到 
f(a) a 


+ =1, 


Pl+p2 


< ( Ap a) | falls. 
局 


又 因 
p2 第 px 1 
pi~Pp2 DPI 十 pz 


对 上 式 右 端 括号 内 的 积分 再 次 使 用 Hilder 不 等 式 ， 则 得 
人 I (z)f2(o)| 吉 dz < | 有 | 如 计生 A 
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联 立 以 上 两 式 ， 便 得 所 求 。 口 
设 让 + 部 = 7 到) 及 9 LI? (Rn). 显然 ， Hilder 不 等 
式 


| /seat al < Wlely 


表明 : flls 是 集合 {| fa" f(z)g(z)dz| : lgllw = 1} 的 上 界 . 但 如 
对 | 关 0, 取 


g=sgnf |fl? fl ?, 


便 可 看 出 ， 
lolz = | ff6090) dl = Nl 
这 表明 : 
Wo =sup {1 {fete) el: ely <1} 
下 面 的 事实 是 上 述 结论 的 更 精确 形式 ， 且 它 在 使 用 中 更 方便 . 
定理 4.2 设 1<p<oo,3+ 志 =1. 车 fe Lr(R"), 则 


Wo =sup{ | {fat 


: lolw =1, ye 中 


其 中 D 为 简单 函数 类 . 
证 因 |f(z)| 为 非 负 可 测 ， 故 存在 pm & D, 使 得 pm |fl. 如 
记 
fm = pmsgnf, 


则 fm € D, |fm| < fl, 并 且 


lim, fm (0) = Fa)，ae 
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如 置 
gm = | 一 1sgn 有 | 有 他， 
则 gm < D, llgmlly =1 并且 


WA 


= |fmlle: 


于 是 ， 由 Fatou 引 理 可 得 
Wl = Mim folp < lim fine 
= m(T)gm(7) d: 
im| freonls) a 


< mf |fm(z)gm(z)| dr 
mf. |f(z)gm(z)| dz 
| 人/ ffzjgm(a) dz 


因此 
Wh sup {| {ieee 
反 向 不 等 式 是 显然 的 ， 证 毕 ， 品 
下 面 的 定理 是 Minkowski 不 等 式 的 拓 广 形式 . 


定理 4.3 (积分 的 Minkowski 不 等 式 ) 设 1 和 p< co, f(z,Y) 在 
R"™t" = R™ x 及 ”上 Lebesgue 可 测 ， (m,n € N). 那么 


{i [ve < 人 (人 WP) 全 


证 当 p= 1 时， 结论 可 由 Fibini 定理 导出 ， 设 
RY 
ep 
1<P< oo， Be 站 


p 


: loll =1, 9 < 中 
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0<9ge Lr (R"), 并 且 llglly = 1. 由 Tonelli 定理 及 Halder 不 等 式 
可 得 


人 ( 人 _ eWay ) oe) ae 三 人 _ ( 人 | fle Wlele) ar) 而 
(f venra) we lgllz 


于 是 
tol i "人 Ey. lf(z,y9) )1dy )ale)ae 
< 人 ( 人 eapa] 他 


这 就 是 要 证 的 不 等 式 ， 口 


习 题 


1. 设 XCR, 且 mm(2Z)=0, 记 W={z?: ze2}. 
证 明 m(W)=0. 
2. 设 了 是 及"” 上 的 Lip 变换 和 及 "” 上 的 Cl 变换 . 
证 明 
sup |Jzr(z)| < co. 
ERn 


3. 设 了 是 YY 上 的 C1 变换 . 证明 映射 > 一 ? D(T)(z) 为 一 了 上 
的 连续 映射 . 
4. 设 了 是 可 逆 的 线性 变换 . 证 明 T 是 正规 变换 ， 且 


vz eR", D(T)(z)= 
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5. 证 明 


27r 生 
ac(2Dn-1) = 


T(3) 
6. 设 a。 > 0, 则 | 
ee 
Rn 
7. 设 本 
P(z) = en(1+ jz 5) 二 二 ， 
机 (nt) 
Cn 一 mr(2 3)， 
证 明 
Pl(z)dr=1 
Rn 
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第 二 章 ”7(R") 上 的 算 子 插值 


在 我 们 研究 函数 的 时 候 , 常常 依照 某 种 特定 的 法 则 工 , 把 所 研 
究 的 对 象 /转换 为 另 一 个 函数 了 (f). 通过 T(f) 的 性 质 来 反映 了 
的 性 质 . 我 们 把 对 应 法 则 (或 映射 )7 叫做 算 子 . 例如 ， 后 面 第 三 章 
至 第 五 章 中 将 要 介绍 的 极 大 函数 ， 郑 积 ， Fourier 变换 ， 分 别 涉及 
三 类 重要 的 算 子 ， 在 对 于 算 子 的 研究 中 ， 有 界 性 的 问题 是 一 个 最 
基本 的 问题 ， 关 于 有 界 性 的 概念 ， 有 下 述 定义 


用 大 表示 R" 上 可 测 函数 之 全 体 ， 用 LP 代表 L7(R"), 它 的 
范 数 ( 当 1<p< oo 时) 记 作 | lp. 

定义 0.1 算 子 卫 : ZP(Rr) 一 LI(R"), 1 < p,q < oo, 称 为 
(mg) 型 的 (或 是 (p,q) 有 界 的 ), 是 指 它 满足 不 等 式 


IT(Cp)le < Cllflls, 


其 中 ， 常 数 C 同 f 无 关 . 满足 上 述 不 等 式 的 最 小 常数 C 叫做 了 
的 (p,q) 范 数 ， 记 作 Tl|(p,g): 

定义 0.2 算 子 了 : L?(R") 一 下, 1 < p,q < co, 称 为 弱 (p,q) 
型 的 (或 是 弱 (p,q) 有 界 的 ), 是 指 

(让 当 1<q<oo0 时 ， 有 


sup olm({z eR": IT(D)(e)| > o))]* < Cllfl, 
的 当 9= oo 时 ,有 
lz7CDle < Clyle， 
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其 中 ， 常 数 C 同 f 无 关 ，mE 表示 集 妃 c R” 的 测度 .把 满足 上 
述 不 等 式 的 最 小 常数 C 叫做 了 的 弱 {p,9) 范 数 , 并 记 作 lo, 

显然 , 当 9 = co 时 ,， 算 子 了 为 弱 (p,q) 型 的 等 价 于 了 为 (p,g) 
型 的 ， 其 次 ， 由 不 等 式 


/ IT(f)(z) dz < TP) 
{zEegn: |T(f)(2)|>a} 


可 知 : (p,9) 型 的 算 子 必 为 弱 (p,qg) 型 的 ， 且 Tw(pya) < Tp,q): 


由 于 我 们 处 理 的 算 子 了 必定 具有 与 函数 的 线性 运算 相关 的 一 
些 性 质 , 所 以 总 要 求 了 的 定义 域 X 是 大 的 线性 子 集 . 我 们 指出 ， 
如 果 1<p<r<g<o% 且 XD Lr?, 久 DL9, 那么 ， 由 于 每 个 
Je 六 一 定 可 以 表示 成 

f=fi+fe, fiel?r, foeL, 

结果 ， 作 为 线性 集 的 XX 一 定 包含 L". 

如 果 知 道人 在 L? 和 Lr 上 的 某 种 有 界 性 ， 可 否 判 断 卫 在 L" 
上 的 有 界 性 ? 

这 就 是 所 谓 的 算 子 插值 问题 . 

我 们 将 在 81 讨论 线性 算 子 的 插值 问题 ; 而 在 82 讨论 次 线性 
算 子 的 插值 . 


81.， Riesz-Tharin 定理 


设 X 是 三 的 线性 子 集 . 算 子 了 : X 一 大 叫 作 是 线性 的 ， 
如 果 


Va,b E R, Vf,gE X, T(af +bg)=aT(f)+bT(g). 


定理 1.1 (Riesz-Thérin) 设 1< pj,g; < 0%,j=0,1,te (0,1), 
1 1—t t 1 1-t t 
区 十 三 


pe po Pp 9 qo qa 
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又 设 了 为 一 线性 算 子 . 车 了 为 (pj,g;) 型 的 ， 了 = 0,1, 则 工 也 是 
(pt,9t) 型 的 ， 且 


Tm) < Ts) ITH. ,0,): 
为 证 定理 1.1, 先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 1.2 (Phragmen-Lindelaf 三 线 定 理 ) 设 复 值 函数 下 在 闭 
域 
S={z=z+iyeC: 0<z<1} 
上 连续 且 有 界 ， 而 在 3 内 解析 .车 下 在 5 的 边界 上 满足 
IF(iy)| < Ko, |F(1+iy)| < Ki, vyeR, 
则 下 在 3 内 满足 
IF(z +iy)| < Ki-*K?, Vr+iyes. 
证 不 妨 设 Ko > 0, 及 Ki >0. 记 


F(z) 


G(z) = 一 3 一. 
-RR 


那 末 问题 归结 于 证 明 如 下 的 命题 : 若 G 在 S 上 连续 有 界 ， 而 在 5 
内 解析 ， 且 
IGliy)| <1, IG(1+iy)| <1, vyeR, 


则 
o 
IG(z +iy)| < 1, vr+iyes. 


首先 ， 考 虑 特殊 情形 : 


| lim max {|G(z +iy)|: ze€l[0,1]}=0. 
中 一 oo 


149 


在 这 种 情况 下 ， 显 然 ， 存 在 一 yo > 0, 使 得 
当 ze [0,1], ly| >yo 时 ，IG(z+ig)| < 1. (*) 


从 而 ， 在 以 iyo, 1 十 iyo，1 一 ijyo，-iyo 为 顶点 的 矩形 8 的 边界 9Q 
上 满足 
IG(z)| < 1, z € 59. 


由 解析 函数 最 大 模 原理 可 知 
lcG(JI<1 zeQ. 


其 次 ， 由 (*) 得 
IG(z)| <1, z€ 5\Q. 


于 是 ， 对 上 述 特殊 的 情形 ， 引 理 结论 成 立 . 
对 于 一 般 情 形 ， 只 须 将 上 述 的 结果 应 用 于 函数 


Gm(z) = (adje Lu (me N) 


上 ， 便 得 
VzeS |Gm(z)|<1. 


再 令 mm 一 oo, 就 得 到 
vzesS, IG(z)| < 1.0 
引 理 1.3 若 定理 1.1 的 结论 对 于 简单 函数 成 立 ， 则 定理 1.1 


成 立 . 
证 无 妨 认 为 po < pi. 记 


p=pt, 9=g; ko= Tll(po,go), 
ki=|Tp0), M= ki. 
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设 /ee Zr. 定义 
E= {reR": |f(z)| >1}, 
下 ={zeR": |f(z)| < 1}; 
er 
显然 
j=P+Pi PermfL, frerr fr. 
记 D 为 一 切 可 积 简单 函数 的 集合 ， 取 gm E D, m E N, 使 得 
lim llgm ~ fllp = 0; gm = 9mXe. 
同时 取 hm e D, m e N, 使 得 
dim hm — fp =0; hm = hmnxe, hmf! >0. 
由 于 
ligm 一 follpo < [EI lgm 一 fly 
Ham = Pa < (Mam = Pl), 
以 及 线性 算 子 了 的 (po,go), (p191) 有 办 性， 我 们 得 到 
lim (IT (gm - 7 + TGhm = fl ) = 0. 
于 是 ， {gm} 含有 子 列 ， 仍 记 之 为 {gm}, 满足 
对 于 几乎 每 个 2 ER"， ,lim |T(gm)(z) -T(a)(z) = 0 
同样 地 ， {hm} 含有 子 列 ， 仍 记 之 为 {hm}, 满足 
对 于 几乎 每 个 ze R”， lim |T(hw)(z) -TCD(z)i= 
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这 样 一 来 ， 记 各 = gm + jn, 仍 由 了 的 线性 性 质 ， 我 们 得 到 
对 于 几乎 每 个 zeR"， lim_|T(fn)(z) -T(CP(zj| = 0 
同时 ， 显 然 有 
lim lfm = lls = im (lom — fo + lm — ID) =0. 
从 而 
lim fnlle = fl 


根据 假定 ， 
(IT(fn)lle < Mllfnllp, meN. 


那么 ， 使 用 Fatou 定理 ( 见 第 一 篇 第 一 章 定理 2.8), 我 们 得 到 


TDs s lim Tm) s lm Wo 如 = 


证 毕 ， 口 
定理 1.1 的 证 明 我 们 只 对 (po,p1) (00,0) 且 (qo,g1) # (1,1) 
的 情形 给 出 证 明 ， 其 它 情形 的 证 明 是 类 似 的 ， 留 给 读者 . 
我 们 约定 ， 通 篇 中 , 记 为 p 的 共 二 指 数 ， 即 上 + 二 = 1 现 
在 ， 记 


1 1 
a;=—, Pb;=— j=0,1 
pj; gi 
1 1 
Qa=—,， p=—; 
pt at 


a(z)= (1—z)ao+zam, B(z)=(1- 2z)Bo+ zB 
易 知 
a(j)=@;, BI)=6; j=0,1; 


alt) =a, Blt)=8. 


152 


为 简单 起 见 ， 又 记 
TIlea) = i=0l; M=R KR; pe=p gt=4. 
使 用 上 述 记号 ， 定 理 中 要 证 的 不 等 式 便 成 为 
vf erL?, TA < MI (1) 


仍 记 了 为 一 切 可 积 简单 函数 的 集合 ,根据 引 理 1.3, 我 们 知道 (1) 
式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


vf eD, IT(flls < (1) 
由 本 篇 第 一 章 引 理 4.2， 


IFOh= ,sap | TO 
因此 ，(1) 式 等 价 于 
fred a sm vhseD, ls =loly =1 
定义 


fe(W) = eerB Tf(W) Ee , 
9:(W) = eing olg(W)| 3, 


F(z)= 人 T(f)(u)g:(u) du. 


我 们 看 到 : 
fw)=fu), gu) = g(u). 
于 是 ， (2) 式 等 价 于 
IFGbISM vfgeD, lfls= lolw =1. (3) 
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易 见 F(z) 是 闭 域 S$ 上 的 有 界 解析 函数 . 由 引 理 1.2, 为 证 (3) 
式 ， 只 须 验 证 


IF(iy)| < ko, |F(1+iy)| < 加 


这 里 ， 只 给 出 第 一 式 的 证 明 (第 二 式 的 证 明 相 类 似 ). 事实 上 ， 由 
aliy) = ao +ig(aa -Qo), 以 及 1- BGy) = (1 一 fo) 一 iy(B1 一 Bo) 可 
知 
[fil = lave) 
= | = |f (wl, 
以 及 
lgiy(W)l® = lg(w)l. 
于 是 ， 由 定理 的 条 件 及 Holder 不 等 式 得 
1PGg)l < Tfi, leolgiy)les 


< kollfi, llpollgiy la 


卫 
po 


各 
= kollfllz" liglle? = Ko. 
这 就 证 实 了 (3). 于 是 ， (1) 式 成 立 ， 口 


82. Marcinkiewicz 定理 


定义 2.1 ( 拟 线性 算 子 ) 设 了 是 定义 在 大 的 一 个 线性 子 集 区 
上 的 算 子 . 如 果 存 在 一 个 常数 4 > 0, 使 得 : 


vh, foe X, Yr eR" 
[T(fi + fo)(z)| < AIT(F)(2)| + IT(f2)(2)l, 
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则 称 了 为 拟 线性 的 (quasi-linear), 当 4 = 1 时 ， 称 了 为 次 线性 的 
(sub-linear). 


显然 ， 线 性 算 子 必 为 次 线性 的 . 
定理 2.1 (Marcinkiewicz) 设 


l1<p;<g<% (I=0,1), qa, 
1 1 一 上 t 
t€(0,1)， 一 = 一 一 十 一 ; 
Pt Po DPI 
1 1—t t 
二 = 一 一 十 


gt go gq 


又 设 了 为 次 线性 算 子 ， 若 了 为 弱 (pj,q;) 型 的 (7 = 0,1), 则 了 为 
(pt,qt) 型 的 ， 且 


TIlesao) CITIcs ,ao Tip, oo)》， 


其 中 ， 常 数 C 同 po,gqo,P1,91 及 t 有 关 . 

显然 ， 如 果 仅 仅 比 较 定理 1.1 和 定理 2.1 的 条 件 ， 则 定理 2.1 
的 条 件 较 弱 . 然而 , 这 两 个 定理 的 结论 一 般 是 不 可 比较 的 . 因而 ， 
定理 2.1 并 不 是 定理 1.1 的 推广 . 

为 简明 起 见 ， 我 们 只 对 po = qo = 1 及 pi = q1 = oo 的 情形 给 
出 证 明 ， 对 于 一 般 的 情形 ， 证 明 方法 相同 .我 们 把 这 一 特殊 情形 
下 的 结果 写成 定理 2.2. 


定理 2.2 设 次 线性 算 子 了 为 弱 (1,1) 型 和 (co,co) 型 的 ， 
1<p<o 则 代为 (p,p) 型 的 ， 且 


. 2p 9 1-$ 
| Tile < z= eal To) 
证 设 feIP(R"), 1<p< oo. 任 取 a>0, 定 义 


到 人 当 |f(z) < a 
万 (z) = 
asgn f(z)， 当 |f(z)| > w， 
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以 及 
机 f(D) < oe 
(Fo) =) -sen f(s) (a) > mw 


则 f(z) = 户 (z)+ 户 (z). 由 | 入 | < a 以 及 


lp = / (f(z)|— a) dz 
{fzERn: |f(z)i>a} 


< / lf(ajldaz 
{rER": |f(z)|>a} 


< lflo(m{z e R": |f(2)| > ay) 
三 
< Whs(Me)” <o 
可 知 及 EL”(R") 及 及 EI(R"). 记 


ko = Twa) k= To,00): 


由 定理 的 条 件 可 得 
m({z eR": TO)(2)| > a) < Rol, 
以 及 
TD < ll < ho. 
于 是 ， 
m({z E R": |T(f)(z)| > 2k10}) 
cm({e em”: To) > ho)) < el. 


记 uv(b) 为 g 的 分 布 函 数 ( 见 第 一 篇 第 一 章 33) 那么 
IT(DIB =p | ~ pe-1Arip(B) dB 
0 


= (2ki)?p A az-IArdpil(2kaa da 
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从 而 得 到 
TW < (bzp 息 oa 


Ff Nd ut) da 
= (2k1)?pi 呈 广 ee [rn ({z ER : |fo(z)| > t}) dtda. 
注意 到 | 户 (z)| > t 当 且 仅 当 |f(z)| > a+t, 于 是 有 
TDp < (ata)zp 避 up- / 全 


= Cem)p 外 fx Mf ww( 太 ea) du 


= (2b)p 一 2 a uPA(u) du 


~ kollfls. 


因此 
I Dl < 2(5 二 


当 上 >0 时 ， 七 为 上 的 增 函 数 . 于 是 
(p-D)? <Z 


os(mfzeRn: fa > oa}) 
?dz 9 
> 人 oe Eee sl 
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可 知 条 件 
supa(m{r E R": |f(z)| > a})* < co 
a>0 
弱 于 ||flls < ceo. 因此 ， 产 生 如 下 的 定义 . 
定义 2.1 设 1<g<oo,XCR". 若 X 上 的 可 测 函 数 f(z) 满 
足 
sup a(m{zr EX: |f(z)| > as < oo 
a>0 
则 称 f 属于 弱 L*(X), 记 作 fe WL?(X), 规定 
Miwon = sup o(m{z EX: f(z) > oD) +. 
并 规定 fllwz~ = flli~. 
根据 这 个 定义 ， 定 义 0.2 (i) 中 的 不 等 式 可 简写 成 


TO ws, 和 Cl- 


显然 ， ZP(R") C WL?(R"), 且 


fwzs < lfllp: 
但 有 


定理 2.3 设 m(X) < oc. 车 1 <pi<pz<%, 则 WL?(X)C 
Lm(X). 
证 记 和 g(t) 为 g 的 分 布 函数 .车 ge LP(X), 则 


z 法 ”tp-1 
人 par- 人 ea 
其 中 


Mglt) =m({z EX: lg(z)| >)). 
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设 feWLr(X), 即 


sup oa{M(O)} /P=C < co. 
a>0 


J vor a win a 
x 0 
1 oo 
-on 人/ wnarm 1 tlAyI(t) dt. 
0 1 
由 All(bD) < m(X) 可 知 
1 
人/ tm -Alfl(t)dt < oo0. 
0 


其 次 
C 
/ mndas 人 tl(F)™ dt < o0. 
1 下 


于 是 ，f € Lm(X). 


注 本 节 关 于 Marcinkiewicz 定理 的 讨论 适用 于 拟 线 性 算 子 . 
我 们 对 次 线性 算 子 进行 讨论 只 是 为 使 符号 稍 许 简单 . 


83， 应 用 


设 K(z, 为 Re x Rn 上 的 可 测 丽 数 ， 在 这 一 节 我 们 研究 形 
如 
EAA 


的 线性 算 子 了 T, 式 中 的 f 是 具有 某 种 性 质 的 可 测 函 数 ， 算 子 了 的 
型 完全 取决 于 K(z,y) 的 性 质 . 
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定理 3.1 设 1<p< oo. 若 存在 正 数 C 使 得 
人 IK(e, Wldz < C0, aey eR" 
[ Ke dy < 0, ee eR", 
则 了 为 (p,p) 型 的 算 子 ， 且 
7llke) < C 
证 设 feL”(R"). 由 不 等 式 
IT(A)(z)| < 让 | 开 (z,y)ldy fl < CH- 
可 知人 了 为 (co,co) 型 的 ， 且 
IITloo,%) < C- 
又 设 fe L(R"), 则 不 等 式 
[rns {fra < oli 
表明 了 为 (1,1) 型 的 ， 且 
lITlla,y < C. 
于 是 ， 由 Riesz-Thirin 定理 可 知 了 为 (p,p) 型 的 ， 且 
lzrls < CtCt = Co 
定理 3.2 设 1<q<o0,3+ 吉 =1， 


|IK(z,)|,,e < C, ae. z € R™, 


wza 一 


| 下 ( Yl, < CO, ae. ye R". 
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车 1<P<gq， 志 十 一 二 十 则 
站 当 p=1 时 ，T 了 为 弱 (1,g) 型 的 ; 
刘 当 1<p<gq 时， 了 为 (pr) 型 的 . 
证 首先 指出 : 如 果 能 证 明 V1< p< gq,T 为 弱 (p,7) 型 的 那 
末 (i) 和 i) 均 成 立 ， 事实 上 ， 取 p= 1 便 得 (i). 为 证 (i), 选取 方 
使 p< 方 <9 并 记 7= 防 1 一 (9) , 则 六 1+g!= 富 1+1. 于 
是 ， 了 为 弱 ( 志 站 型 的 . 在 Marcinkiewicz 定理 中 取 (po, go) = (1,g)， 
(p491) = ( 志 ), 可 知 了 为 (pe,q1) 型 的 ， 但 不 难看 出 : 存在 一 
te (0,1), 使 得 (pt,q) = (p,7). 故 (让 ) 成 立 . 
下 面 证 明 : V1 <p<gq',T 为 弱 (p,7) 型 的 . 
设 4 > 0( 待 定 ). 定义 
E={(z,y): |K(z,y)| > 4}, 
Ki(z,y) = sgn K(z,y)[|K(z,y)| — Alxs (x, Y), 
以 及 
K2(z,y) = K(z,y) 一 Ki(z,y). 
并 定义 
DO®= /Kn -12 


那么 显然 ，T = T+ T. 
首先 指出 : Ki 满足 定理 3.1 的 条 件 . 事实 上 


六 len) de= /| AriCnl(t) dt. 
我 们 得 到 
人 Rileyla < 人 AgCnI(t+ A) dt 
及 nm 0 
< |K(G, WI Taq 
< Col td 


‘qq Al—g 
a 。 
二 
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对 于 几乎 每 个 ye R" 成立， 同时 


1 
/ IKi(z.Y)ldy < A 汪 ae. TER". 
Rn gq=1 
于 是 ， 由 定理 3.1 得 
Ce41-9 
[RO < 二 二 Il 
令 寺 十 直 三 二 
如 果 p=1 即 p'= oo, 那么 
vreR" IK(z,)llp <A. (1) 


假设 1<p < q', 那么 由 不 等 式 
4 的 
/ [Ka(z,9)l? w=7/ tAken(t) dt 
R"™ 0 
,ppt 
K(z,:)|? PP 
sxe rf 
?2'C" 有 一 9 n 
Sa (ae. TE€R") 
注意 到 十 = 1 十 1 我 们 推出 
|Ka(z, lw < (So)* a (ae ze 了 Rn). (2) 
显然 ， (1) 可 以 并 入 (2). 那么 ， 使 用 Hilder 不 等 式 ， 我 们 得 到 
疙 
I De < (30°)” asl 
于 是 ， 如 取 4 使 
(C5)* thls = tp 
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则 Xim(Pi(t/2) = 0. 因此 
t 
ArAlt) < mni (a) < (TP Npt-1)? 


2C9 ，，， NP 
< (2A) 


20° (7 lt fl 
sl (Gn | 
By 了 
= (#1) (O)™ Goery)”. 
上 式 表示 7 为 弱 (p,7) 型 的 (1 < p < 9). 口 
习 是 
1. 设 1<7,p,q < co，alz) € L"(R"). 定义 算 子 
T: fo Tf=af. 
证 明 当 
1 Wr 
-三 ~- 十- 
9 r pp 
时 ， 了 为 (p,q) 型 的 . 


2. 设 0<a<n. 定义 算 子 TT 为 
Te)® = [eyefy) a 


证 明 Te 为 弱 (1,#) 型 的 . 
3. 设 算 子 了 为 弱 (p,9) 型 的 ，1 < p,q < co. 证 明 : 车 m(X) < oo， 


0<r<g, 则 
(f reara) 


sc ) m0 tl, 
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其 中 C= | 下 -wo 
(提示 : 取 入 = C-Lla . 依 入 水 平 把 f 分 为 两 部 分 . ) 
mm 人 (X)3 


4. 试用 Holder 不 等 式 证 明定 理 3.1. 


164 


第 三 章 ” 极 大 函数 


§1. Lebesgue 微分 定理 


对 于 一 元 可 积 函 数 f, 我 们 把 形 如 F(z) = /< f(t)dt 的 函数 
(其 中 a 是 任 取 的 常数 ), 叫 作 f 的 原 函 数 ， 或 不 定 积分 .我 们 现 
在 把 这 个 概念 推广 到 多 元 的 情形 . 

设 / 是 "上 的 可 测 函 数 ， 且 积分 值 人 /。f(z)dz 存在 ， 对 于 
任意 的 Lebesgue 可 测 集 巨 C R", 定义 F(E) = 所 F(z)dz， 集 函 
数 FF 叫做 f 的 不 定 积分 . 与 原来 一 元 情形 不 同 ， 这 里 ， 不 定 积分 
( 当 > 1 时 ) 不 可 能 定义 成 一 个 点 函数 ， 而 是 一 个 集 函数 ， 或 确 
切 地 说 ， 它 是 一 个 符号 测度 ， 它 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ， 且 
Radon-Nikodym 导数 就 是 原来 的 函数 f. 

设 z= (zl ……,zn)EeRn" rr>0. 记 


Q(z,7) = {y€ R™: 局 一 < < i+ 7j = ln} 


也 就 是 说 ，@(z,r) 表示 以 z 为 中 心 ， 以 7 为 边 长 的 ， 各 边 分 别 与 
各 坐标 轴 平 行 的 ， 开 的 方 体 . 我 们 约定 ， 当 提 到 方 体 时 ,总 是 指 这 
种 形状 的 方 体 ， 当 我 们 不 必 注 意 这 样 的 方 体 的 边 长 时 ， 我 们 略 去 
"而 简单 地 把 Q(z,7) 写成 8(z); 而 当 我 们 不 必 注 意 这 样 的 方 体 的 
中 心 时 ， 我 们 略 去 z 而 简单 地 把 Q(z,7) 写成 8(7). 当然 ， 联 系 上 
下 文 ， 这 样 的 简写 决 不 会 引起 混淆 . 


定义 1.1 给 定 z E R", 设 Qs 为 中 心 在 z 处 的 7 维 立方 体 (其 
边 平行 于 坐标 轴 ). 如 果 


lim 7"F(Q(z,7)) = f(z), 
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则 称 f 的 不 定 积分 在 z 处 可 微 ， 且 其 导数 为 F(z)- 


定理 1.1 设 fe Cc(R"), 则 下 的 不 定 积分 在 R* 上 处 处 可 微 . 
证 任 取 z ER", 7r > 0. 由 不 等 式 


ee 站 -7Gsr 人 OA 
< sup |f(y)— f(z)| 
yEQ(z,r) 


以 及 f 的 一 致 连续 性 便 得 


limr™"F(Q(z,7)) = f(z).0 
下 面 的 定理 叫做 Lebesgue 微分 定理 . 


定理 1.2 车 je Z(R"), 则 f 的 不 定 积分 在 民 * 上 几乎 处 处 可 
徽 ， 且 
limr "FPF(Q(z,7) = f(2), ae， 


为 证 此 定理 ， 我 们 援引 第 一 篇 第 二 章 定理 4.2, 而 得 到 下 述 引 
理 . 

引 理 1.3 设 fe LP(R"),1<p<o%, 则 对 任 一 e > 0, 必 存 在 
一 C(z) € Cc(R"), 使 得 


[ If(z)— C(z)P dz < e. 
Rn 
显然 ， 为 证 定理 1.2, 只 须 证 明 
lim sup "te 7)) 一 f(z)| =0 ae. 
7 一 0 
由 引 理 1.3, 存在 Ck e Cc(R"), 满足 


/ f(t) = C(t)| dt 一， 0, ko0. 
局 
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于 是 ， 由 定理 1.1 可 得 
1 | FEF(Q(zr)) -f(a)| 


< lim sup 
r—0 


r"*F(Q(z,7) 一 一 A ord 


十 limsup 


7 一 0 


<supr" 类 lf = Ce dy + 1Cr(e) -7 


r>0 


十 !Ck(z) — f(z)| 


"cate cute) 
Qtzr) 


由 上 式 最 右 端 看 出 ， 我 们 需要 处 理 一 类 形 如 
CA i lg(lay 
的 函数 ， 叫 做 g 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 或 简称 为 HL 极 大 


函数 ， 有 关 HL 极 大 函数 的 性 质 将 在 下 面 83 中 建立 ， 而 定理 1.2 
的 证 明 自然 也 要 推 延 到 83 中 来 完成 . 


$2， 复 盖 引 理 


引 理 2.1 (Vitali 复 盖 引 理 ) 设 mE < co, 则 从 的 立方 体 复 
盖 上 中 可 选 出 有 限 个 互 不 相交 的 立方 体 {8;} 人 1, 使 得 


N 
DlQ;| > 57" im(E). 
j=1 
证 记 8 = Q(t) 表示 方 体 Q 的 边 长 为 + 记 Ki =K. 定义 
t=sup{t: Q= Q(t) € Ki}. 


不 妨 设 如 < oo ( 否 则 , 引 理 结论 成 立 ). 于 是 , 可 取 一 Qi = Qi(t1) € 
K1, 使 得 三 > 号 . 置 
Ki= K2UK,, 
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其 中 

K2={QE RK: 0NQi=0, 

K2={QE RK: 0GNQizN. 
记 83 为 Qi 的 5 售 同 心 扩 张 由 要 <2ti 可知: 对 任 一 Qe Ks 
必 有 QC QI. 又 定义 

龙 =supft: = Q(t € K2}. 
同样 ， 可 取 一 82 = Q@2(t2) < Kz, 使 得 t2 > 分 . 显然 Qun Qs = 
置 Kz = KsaU Ks, 其 中 

Ks={QeK: 0NQ,=0), 

Ks={Q eK:: 0NQ, #0). 
同样 ， 对 任 一 8 € Ks, 必 有 Q C Q3. 重复 以 上 方法 ， 得 到 一 列 
立方 体 {Qi}， 显然 ， 诸 Qi 互 不 相交 ， 且 每 个 8 < K41 都 满足 
QC Q5. 以 下 ， 将 可 能 发 生 两 种 情形 : 


(i) 到 某 一 步 Kvy+1 = 8. 此 时 ， 所 得 的 立方 体 序列 为 有 限 的 ， 
且 K=K3UKIU.…UKN,1. 于 是 


nejsn(U U 9] 


i=1 QEK! ,1 

N N 
sm(U@)=5" me). 

i=1 i=1 


(ii) 否则 , 所 得 立方 体 序列 {Qi} 为 无 限 的 . 不 妨 设 a =0 
(否则 , 由 要 N56 可 得 , 如 之 3 相 之 35> 0, 以 及 革 m(@j(t)) = oo， 
j=1 
引 理 结论 成 立 ). 此 时 , 对 任 一 Q = QU EK = KK, 必 有 QCUQ;. 
了 
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事实 上 ， 倘 车 Q YU 83, 则 对 于 每 个 7 e N, Q 天 天 和 1 从 而 ， 对 
可 


于 每 个 je N,Q e Kjr1. 于 是 由 t < ,1 及 lim 刀 =0 便 导致 一 个 
错误 的 结论 += 0. 因此 


Ec UecuUes. 


QeK 了 
由 此 得 到 
m(E) < m( Je) =5" Dm(Q;).0 
i j=1 


注 如 将 引 理 条 件 中 的 立方 体 换 成 球 ， 则 结论 同样 成 立 . 


§3， 极 大 函数 HL 

定义 3.1 设 fe Lloc(R")( 此 记号 代表 在 KR" 的 每 个 紧 子 集 上 

都 可 积 一 局 部 可 积 的 函数 的 全 体 ). 规定 
vaeR", HA)=supr™ {flay. 
r>0 JQ(ar) 

称 HL(f) 为 f 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 ，HL 为 Hardy- 
Littlewood 极 大 算 子 . 

定理 3.1 算 子 HL : f 一 > HL(f) 为 弱 (1,1) 型 的 ， 且 

Va>0, m({z € R": HL(f)(z) > ay)<5"+la-1llf:. 

证 设 a>0,kEN. 定 义 

E= {reR": HL(f)(z) > a}， E.={zeE: Jz|<k}. 

其 中 |z| = (2z7 十 … 十 z2)# 是 z 的 Euclid 范 数 ， 显 然 ， 


mEk < %, im mbE: = mE. 
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对 于 每 个 z € Ek, 必 存 在 一 个 方 体 Q(z) 使 得 


1 
— di 
ia ho >e 


显然 ，{Q(z) : ze Ek} 构成 Bi 的 一 个 复 盖 .由 引 理 2.1, 从 这 
族 方 体 中 可 取出 有 限 个 8; : j 二 1,…,V, 它们 互 不 相交 的 ， 且 
使 得 


N 
mEr < 5"°+1 S|Qjl. 


j=1 
从 而 
"1 
mpx < s+ D2 Hay < ro 
ji Qi 


令 一 co, 就 得 到 所 要 证 的 不 等 式 ， 口 
显然 ， 次 线性 算 子 HL : f 一 HL(f), 为 (co,oo) 型 的 ， 结 合 
定理 3.1 并 使 用 算 子 插值 定理 2.2 便 推 得 


推论 3.2 设 1<p< ow, 则 算 子 HL 为 (p,p) 型 的 ， 且 
了 
IEL(CPllp < cj 


其 中 C 同 p,f 无 关 . 


现在 ， 让 我 们 回 到 Lebesgue 微分 定理 的 证 明 上 . 本 章 81 的 
末尾 已 经 指出 


limsup | 一 Fem) f(z)| 
< HL(f — Ck)(z) + |Cx(z) - f(z), 


其 中 Ck e Cc(R"), 且 满足 


1 -aola 一 0 ko0. 
此 


170 


对 于 任意 的 < > 0, 记 


下 = {z ER": lim sup rr(Q(z,7)) > f(z)| }. 


显然 ， 


EctzeR": HLf-C)>3}U 
{zeR": fo)- Chzjl> 3} 


于 是 ， 由 定理 3.1, 有 
mB < "m2 {0 ~ CalWlayt 


yw -caolw 


上 式 蕴含 着 mE。 = 0. 定理 证 毕 ， 口 

注 显然 ， Lebesgue 微分 定理 中 的 条 件 fe L(R") 可 以 放宽 
为 f € Lloc(R"). 

作为 极 大 函数 的 一 个 简单 应 用 ， 我 们 来 证 明 一 个 比 Lebesgue 
微分 定理 更 强 的 结论 . 


定义 3.2 设 1<p<oo, feLr(R"). 车 f 满足 
ee" ,7 合生 丽 
ln" fH -P=0, 


则 称 z 为 的 p 次 Lebesgue 点 , 简 记 为 L? 点 , 一 次 Lebesgue 点 
简称 为 Lebesgue 点 ， 或 工 点 . 

显然 ， Lebesgue 点 的 概念 是 刻画 局 部 性 质 的 ， 可 以 只 对 局 部 
可 积 (或 局 部 p 次 翅 可 积 ) 的 函数 来 定义 . 而 且 ，L? 点 (1 < p< oo) 
必然 是 工 点 . 
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定理 3.3 若 1 <p < oo, fe Lr(R"), 则 关系 式 
limr™™ — f(z)l?dy = 0， 
人 -TP 


T 一 0 


在 Rr 上 a.e， 成 立 ， 意 即 了” 上 几乎 所 有 的 点 都 是 太 的 p 次 
Lebesgue 点 . 


证 设 {rk: kEN} 为 民 中 的 有 理 数 全 体 : 记 


么 = 人 em: 


lim 7" » rey #0) mr} 


7 一 0 


因 |f(Y) 一 ?kl? € Dioc(R"), 故 由 上 面 的 注 可 知 m2Zk = 0, YKE N. 
又 记 


Zo= {zeER": (ol=0%0), 2Z=ZuU 2 
k=1 


显然 ，m2 = 0 于是， 只 须 证 明 : 当 z4 2Z 时， 有 
imsupr 人 If(y) — f(z)? dy = 0. 
Qlzr) 


T 一 0 
事实 上 ， 对 于 任意 的 有 理 数 rk 和 正 数 
Ee 
(a [0 -tre) 
Q(zr) 


< (一 A a) -mp 四] 


+ f(a) 一 rd 
改 当 z 开 了 时 ， 
ims — f(z)l? 
ms (一 人 rw -fre) 
salf(e) -ml 
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上 式 右 端 可 任意 小 ， 故 证 实 了 前 面 的 断言 . 口 

顺便 指出 ， 算 子 HL 不 是 (1,1) 型 的 . 下 面 的 例子 表明 ， 了 e 
L(R") 不 保证 HL(f) e Li(R"). 

例 设 Q = Q(O,1D,O 为 原点 . 我 人 有 HL(Xe ) # 工 (R"). 

证 事实 上 ， 当 |z| > 2 时 


HLxeJlz) = supr™" ey 
=supr "m(QU Q(z,7) 
> (4lz)-"m(Q lJ Qe,4lz) 
> (de 
这 表明 HL(Xa) ¢ LR"). 口 


作为 推论 3.2 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 ， 如 果 限 制 在 R" 的 有 
腿 测度 子 集 X 上 ， JeZlog-Z(X) 保证 HL(f) < L(X). 确切 地 
说 ， 我 们 有 如 下 定理 . 


定理 3.4 设 1<mX<o. 若 
[Ha tog Vo)dr < oe 
则 HL(P) eZ(X), 且 
frp < cmx {1+ {Wiel togt staal. 


式 中 log” |u| = max{0, log |ul}, C 是 只 与 n 有 关 的 常数 . 
证 记 


Eo={zEX: 0<|f(z)|<1), 
Er={rEX: 2*1<|f(z)| < 2*} keN. 


173 


定义 及 = /lxs 显然 ， | = 这 大 ae, 且 


HL(f)(z) < ,HL(f)(z) 


取 


k=0 


< 1+ DHL(f)(z). 


k==1 


1 
Pk=1 二 一 一 ， Ph 二 上 二 2 


大 十 1 


关于 指数 对 (pk,P) 使 用 Hilder 不 等 式 ， 有 


人 HL(fi)(z) dz <1IHLColls(mX) 训 ， KE RN 


于 是 


f Hun) a < mx + DLN, (nx) 
k=1 


另 一 方面 ， 显 然 有 


人 I 


pk 方 
<mX+ 2 Fa 了 | 和 lp CmX)™ 


省 
» 


SmX+2C Dk+2)2 mE) (mX) 
k=1 


semx{1+2c( > + 》> )} 


mEk<3-* mEk>3-* 


< cmx{i + 二 im 


k=1 


z)]|(1 + logt |f(z)|) dz 


> 于 大 ViQ+ gr HD er 
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注意 到 
~ + 
bb | HI tlog! ED)D) de 


oo 


> > 2 111+( 一 1)log 2mEr, 


联 立 以 上 各 式 ， 便 得 到 定理 的 结论 ， 口 


习 题 
. 设 fe Lloc(R"), @ 表示 R" 中 的 立方 体 ， 记 


a 


f°(z)= sup A(@) taj) If(Wl ay. 


证 明 存在 一 正 的 常数 C( 仅 同 n 有 关 ), 使 得 
Cf"(z) < HL(f)(z) < f°(z). 


By 


. 证 明 : 若 fe LL(R"), 且 fl >0, 则 HL(f) ¢ L(R"). 
. 设 f 为 R* 上 对 每 个 变 元 都 以 1 为 周期 的 函数 ， 


ww 


Q=Q(0,D= {= (em): lal < 1<ig0) 
证 明 : 车 fe LQ), 且 f@ = fxo, 则 当 2zeEQ 时 
HL(A)(z) < CHL(fo)(z), 


其 中 C 同 fz 无关. 
4. 证 明 : 车 fe Lloc(R") 且 |f(z)| < Clzl"( 当 |z| >2), 则 


HL(f)(z) < Clz| "log |z| (llzll > 2). 
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5. 设 @ 是 开 的 方 体 ， 证 明 
vr e Q, HL(xo)(z)=1. 


6 设 zo 为 立方 体 9 的 中 心 ，z & Q. 证 明 存在 一 常数 C( 同 = 
无 关 ， 也 同 Q 无 关 ), 使 得 


[sa < CHLDe) 


n\Q |zo 一 3"+1 
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第 四 章 ” 卷 积 


$1， 卷 积 
卷 积 的 概念 ， 无 论 在 古典 分 析 或 近代 分 析 中 都 有 着 基本 的 重 
要 性 . 
定义 1.1 设 广 和 为 了 上 的 可 测 函数 ， 则 f 和 9 的 卷 积 被 
定义 为 
Gram = 人 f(z —t)g() dt. 
大 
如 将 着 积 * 看 作 一 个 代数 运算 , 那 未 它 满足 交换 律 和 结合 律 
(f #9)(z) = (g* 有) 
(f #9) #h(z) = f+ (9« h)(z). 
我 们 来 讨论 三 个 问题 : 卷 积 的 可 积 性 ， 卷 积 的 连续 性 ， 着 积 


的 光滑 性 . 
关于 卷 积 的 可 积 性 ， 我 们 有 下 述 定理 . 
定理 1.1 设 
l<p,gr < %, Ede 
D 2 于 


着 fe IP(R"), ge Lr(R"), 则 f+ge Lr(R"), 且 
Ms gh < flllelle 
证 先 考 虑 a = 1 的 情形 . 此 时 p=7. 我 们 有 
f+g() = {fle -Daat 
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根据 Minkowski 不 等 式 ( 见 第 一 章 定理 4.2), 我 们 有 
llf * gl </ lfllplg (Wlat = lfllpllglli. 
Rn 


固定 fe L?(R"), 考虑 线性 算 子 了 : 9 一 f*g. 上 述 结果 表明 了 
为 (lp) 型 的 ， 且 
17el < lfllplligli; 


由 H6lder 不 等 式 易 证 了 为 (p',o0) 型 的 ， 且 
ITgllw < llfllpligllp. 


在 Riesz-Th5rin 定理 中 取 (po, go) = (1,7), (p1,91) = (p', 00)， 
在 t= 巴 处 插值 ， 就 得 到 pt = 9, qt = 7, 以 及 


I * gl = glle < (fllp Hf lp) gl = fliallglle:o 


在 讨论 连续 性 之 前 ， 我 们 先 引 入 连续 模 的 概念 ， 设 f 是 R” 
上 的 一 致 连续 函数 ， 定 义 


w(ji5jc=sup{lj(z) — f(y)|: zyeR",lr—y<6}, 5>0. 
称 w(f;6)。 为 f 的 连续 模 ， 易 见 


lim w(f;6)。=0 


正 是 /的 一 致 连续 性 的 刻画 ， 对 于 连续 函数 f, 记 | = >、 
关于 卷 积 的 连续 性 ， 我 们 有 下 述 定理 . 


定理 1.2 若 f eZL(R"), 且 KK 在 R" 上 有 和 界 且 一 致 连续 ， 则 
f* 太 在 肛 * 上 也 有 和 界 且 一 致 连续 . 
证 f*K 的 有 界 性 是 显然 的 ， 其 一 致 连续 性 由 
I((f* K)(z +h)— (f*K)(z)|= / jz 一 b+ 人 一 天 人] 于 
< w(K; kl) 
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得 出 ， 口 
卷 积 变换 的 一 个 非常 有 意义 的 性 质 是 : 可 积 函数 同 光 滑 函 数 
卷 积 后 ， 将 成 为 一 个 光滑 函数 . 这 个 事实 将 使 卷 积 成 为 分 析 中 的 
一 个 重要 角色 . 设 meZt, a=(o,…,an)€E24. 记 
C™(R")={f: D*f eC(R"), lal < m}, 
Ce(R") = {f E C™(R"): 具有 紧 支 集 }， 


其 中 


Baa+…+an 


De = 
Bz Bra 


lal = aa + …… 十 an. 


定理 1.3 设 Ke CE(R"). 若 f e Lloc(R"), 则 f*K € C™(R")， 
且 
D°(f * K)(z) = (f* D°K)(z), lal < m. 


证 记 
r= sup{ly|l: ye suppK}. 
任 取 ze RR". 定义 
B(z)= {yeER": ly <r+lz|+1}. 
易 见 ， 当 te (B(z))* 且 heR",|h| <1 时, 
K(z+h-t)= K(z-t)=0. 
先 设 m= 0. 由 关系 式 
I(f* K)(z +h)— (f*K)(z)| 
FOIK(z +h-t) -Ks -dt 
i 
SMW, ) (Flhl)e (he R") 


B(z) 
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便 得 f #4 K € C(R"). 
设 m=1. 记 有 = (0,…,0,hi,0,…,0) (其 中 hi 为 第 i 个 分 
量 ). 显然 ， 当 |h| < 1 时 ， 


Ff*K)(r +h)— (f*K)(z) 


i 


=/ 10 [SD] a 


=/ 1(OE (et+h)d, 
B(x) y 
其 中 必 = (0,…,0, 术 ,0,…,0) (h 为 第 i 个 分 量 ，0 < |h4| < |hil). 
同 m=0 的 情形 一 样 ， 可 得 


+0 ye 
h; Ori 
ok 
SM, Be ee 


于 是 ， 令 hi 一 0, 得 到 
0 ok 
Ba * Ks) = (f+ 到) 人 


对 于 m= 2,3,…, 证 明 相 同 . 口 


下 面 的 推论 是 定理 1.3 的 直接 结果 . 

推论 1.4 (i) 若 J € Loc(R"), 且 KeCe(R"), 则 f*K € 
Cc (Rn)， 
(车 jeZ(R"), 了 具有 紧 支 集 且 K eC&(R"), 则 f*K€ 
CE(R"). 

现在 , 我 们 利用 推论 1.4(i) 给 出 R" 上 Ypztcog 引 理 ( 见 第 一 
篇 第 二 章 定理 2.4) 中 函数 f 的 一 种 具体 构造 方法 . 当然， 这 是 以 
R” 的 Euclid 拓扑 为 基础 的 . 
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定理 1.5 (了 ”上 Ypsrcog 引 理 ) 设 K 为 R" 的 紧 集 ，U 为 R” 
的 开 集 ， 且 K C UV, 则 存在 一 了 e CE (R") : R" 一 > [0,1], 使 得 


》， rEK, 
0 zeUs.. 


/9)={ 
证 记 6= dist(K,U°). 因 KK 为 Rm 的 紧 集 ， 故 6>0. 定义 
V= {z: dist(z, K) < sj 
现在 取 一 定义 于 了 R+ = [0,co) 上 的 非 负 函数 yE CE (+), 满足 
suppvy C io, 3)， 太 tb(tdtc( li) = 1. 


定义 
92(z) = V(r) z < 及” 


那么 ， 我 们 容易 看 出 ， 非 负 丽 数 pe CE(R") 且 
supppc {2: zl < 3 [vet 


现 置 f = x, * yp， 由 推论 1.4 (i 可 知 了 € C&(R")， 显 然 ， 
0<f<1l. 当 ze kK,tesuppy 时 有 Zz-teV. 于 是 


f(z) = 六 xvtz —t)p(t) dt = 人 yl)dt=1, rek. 


最 后 ， 由 supp(Xv * 9p) C suppXv 十 suppy, 易 知 suppf CU. 于 
是 ， 定 理 证 毕 . 口 


82， 恒 等 通 近 
我 们 仍 用 大 代表 R" 上 可 测 函数 的 全 体 . 
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定义 2.1 设 天 为 下 "上 的 可 测 函数 ， = > 0, 以 及 天 e(z) = 
cn"K(z/s). 设 生 是 大 的 一 个 子 集 . 若 对 和 中 的 任 一 六 在 一 定 
的 收敛 意义 下 ， 成 立 着 


f*Kec—f. We—0, 


则 称 K 为 X 上 的 恒 等 逼 近 核 ， 算 子 Ke : f 一 f*K: 为 和 上 的 
恒 等 允 近 算 子 ( 当 < 一 0). 

我 们 首先 研究 在 范 数 收敛 意义 下 ，K。 成 为 恒 等 逼近 算 子 的 条 
件 , 下 边 两 个 定理 告诉 我 们 , 原则 上 只 要 K 可 积 , 它 就 是 L? (1 < 
P< co) 尺度 下 和 一 致 尺度 下 的 恒 等 逼 近 核 . 

定理 2.1 设 天 ELZ(R"), 且 用 .KK(z)dz=1 若 六 eZP(Rn)， 
1<p< co, 则 

limlfxKe -和 =0 


证 由 Minkowski 不 等 式 ( 见 第 一 章 定理 4.2) 得 
Weke -tls <|f Ne) -sO IK (Oa 
局 

由 于 

IC -的 -Ole<2lyl 
以 及 

lim lf( -的 -7Ob=0 
此 事 易 由 第 三 章 定理 1.3 推出 ， 使 用 控制 收 全 定理 ， 就 得 到 从 证 
之 结论 ， 口 

定理 2.2 设 K ezZR), 且 及 。Ktz)dz =1. 若 上 有 界 且 一 致 


连续 ， 则 关系 式 
lim If # Ke) ~ fe =0. 
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也 就 是 说 ， f* 天 在 有 ”上 一 致 收敛 到 了 ( 当 = 一 0). 
证 我 们 有 


rk)(0 100= | [Ved -KO 
s {edsielt)dK OO a 


由 于 
wf; eltl). < 2| Fle 
使 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 就 得 到 欲 证 之 结论 ， 口 


作为 定理 2.1 的 推论 , 我 们 在 及" 中 再 次 得 到 第 一 篇 第 二 章 定 
理 4.2, 并 加 强 第 三 章 引 理 1.3 的 结论 如 下 . 


推论 2.3 设 1<p<o, 则 CZ(R") 在 L?(R") 中 稠密 . 

证 设 f ELIr(R"). 作 f =g+h, 其 中 g 具 有 紧 支 集 且 
allp < 7. 今 取 天 E Ce(R") 且 及 天 (z)dz = 1. 由 本 章 $1 推论 
1.4 可 知 g* Ke € CE(R"). 又 由 定理 2.1 可 知 lg* K: 一 glls 一 * 0( 当 
< 一 0). 于 是 ， 稠 密 性 的 结论 可 由 不 等 式 


llg* Ke — fllp < llg* Ke — gllp+ llhllp < llg* Ke — gllp+7 


得 出 ， 口 


下 面 ， 我 们 讨论 点 态 的 ， 几 乎 处 处 意义 下 的 恒 等 逼 近 问 题 . 
在 我 们 的 讨论 中 ， 将 用 到 Lebesgue 点 的 性 质 . 


引 理 2.4 设 1<p<o, feELr(R"). 如 果 z 是 的 L? 点， 
则 z 也 是 三 的 工 点 ， 且 


HL(J)(z) < oo. 
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证 设 0<r< oc. 由 Holder 不 等 式 得 


| -fy 
Q(z.r) 


< (r-" fray)’. 
s ("he) 
这 表明 是 了 的 工 点 ， 而 且 ， 存 在 正 数 5 使 得当 0 < < 6 时 ， 
"fy 
Q(z,r) 
sh -oPay)" < 
另 一 方面 ， 当 7 > 6 时， 
a OL 
Q(z,r) 
< (人 pe) + 
os te < oo 
可 见 


HL(f)(z2) < |f(z)|+ ap 人 If(y) — f(z)| dy < oo 
7>0 Qtzr) 


定理 2.5 设 KeL(R"), 且 fi, Klz)dz=1. 定义 
elr) = sup{flK(z) : z ER",|z|>7}, 7 > 0. 


如 果 及 ,9p(|z|) dz < co, 则 对 于 任意 的 fe ZP(R") 1<P< co, 在 
ff 的 LP 点 Zz 处 ， 


lim |(f * Ke)(z)| = f(z). 
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证 定义 
E={(y,t) eR" x (0co): v(lyl) > 
={yeR": vy(lyl)>, 50, 


我 们 有 
/ vu) = mE(t) dt < oo 
R" 0 


可 见 ，-E(t) 是 一 个 以 原点 为 中 心 ， 半 径 有 限 的 球 . 设 它 的 半径 是 
rtt), 并 记 E(t) = B(r(t)). 我 们 有 


[frKele Sale flz —ey) — f(a) K(y) oy 
s [lee -elu) oy 


-Ae ey) of Xgl(y,t) dtdy 


” mbB(t) 
有 me fn z -ey)— f(z)|dydt. 


记 
so) = FE a hw) -70 
eT A Col 

据 引 理 2.4， 


gzie,t) S Cn(HL(F)(z) +|f(2)|) <o0, Ye>ot>0; 
lm g(r;e,t) =0 vt>0. 


那么 ， 使 用 控制 收 全 定理 ， 就 得 到 
Bm KD) -0)= {limo mE d=00 
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83， Poisson 积分 ， HL 的 进一步 应 用 


Poisson 积分 在 调和 分 析 中 起 着 重要 的 作用 . 它 与 调和 函数 的 
理论 密切 相关 . 
定义 3.1(Poisson 核 ) 记 
加 及 十 1 
Cn = -etDT( 3 )， 


Cn 


P(e) = tr er 


(zr € R"). 
称 忆 为 n 维 Poisson 核对 于 y>0, 令 忆 (z)=y"P(y-!1z). 国 
数 与 PP 的 卷 积 
UP)®= fa y>0 
Rn 


叫做 f 的 Poisson 积分 . 

容易 验证 ， 已 < L(R"), 且 /, P(z)dz = 1. 因此 ， 由 定理 2.1 
推 得 

推论 3.1 若 je Lr(R"),1<p<oo, 则 


lim | * P, ~ fllp = 0. 
y—0 


由 定理 2.2 直接 推 得 
推论 3.2 车 f € Cc(R"), 则 关系 式 


lim(f * Py)(z) = f(2) 
在 及 ”上 一 致 成 立 . 
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易 见 ， 核 P 还 满足 定理 2.5 的 条 件 . 故 由 该 定理 得 到 关于 
Poisson 积分 几乎 处 处 收敛 的 结论 . 确 言 之 ， 我 们 有 下 述 推论 . 
推论 3.3 车 f e LP(Rn"),1<p < oo, 则 关系 式 


lim(f * P,)(z) = f(z) 
3 一 0 


在 f 的 每 个 L? 点 z 处 都 成 立 ， 从 而 ， 上 式 ae. 成 立 . 

我 们 知道 ， 在 解析 函数 (或 调和 函数 ) 的 边 值 理论 中 ， 非 切 
向 极限 ， 是 一 种 要 的 极限 方式 . 例如 ， 单 位 圆周 上 的 可 积 函 数 的 
Poisson 积分 在 圆 内 解析 (调和 ), 且 几 乎 处 处 有 非 切 向 边界 值 ， 但 
车 对 极限 方式 不 加 限制 , 就 可 能 处 处 没有 边界 值 . 在 上 半空 间 中 ， 
情况 是 类 似 的 ， 下面， 我 们 使 用 极 大 函数 的 方法 来 建立 关于 上 半 
空间 中 Poisson 积分 的 非 切 向 边 值 的 定理 . 

记 R?+! 为 n 十 1 维 欧 氏 空间 的 上 半空 间 ， 即 


Rnt = {(z,y): zeR",y>0}. 
上 半空 间 及?#+1 中 的 区 域 
To(z0) = {(z2,y) ER : |z ~ zol < ay} 
称 为 以 zo 为 顶点 的 角形 区 域 ， 其 中 c > 0. 
定义 3.1 若 对 每 一 a, 有 
(f * Py)(z) = f(z0), 


lim 
(z,y)—(z0,0) 
(zy)Era(zo) 


则 称 Poisson 积分 (f* 书 )(z) 非 切 向 收敛 于 f(zo). 
定理 3.4 若 feELr(R"),1<p<o, 则 Va>0 


«sup I(f *P,)(z)| < CHL(f)(z0), 
(za)ere(zo) 
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其 中 C 同 f 及 zo 无 关 (但 同 n 和 a 有 关 ). 
证 设 (z,y) ETa(zo). 则 


I(f* P)(z)| = Cn 


(lz 一 丰 rf) dt 


CC 
< ~ 全 di 
< / Olt 


yf(t)| 
lt-zol>2ay (Iz — tl? + 92)(™+D)/2 人 
<CHL(J)(zo)+ 
C 9 让 


lt-zol>2ay (|2 —t + y2) m+D/2 一 


/ yi ， 
1t-zol>2ay (|z — tl?2 + y2) "+1)/2 


o0 


二 yO 


pray<lt-zol<2utiay (|z — tl? + y2)("+L)/2 


k=1 
SD yf (Ol dt 
全 1 lt—zol<2+1ay 
过 4m 二 1 一 1 ~ 2—k 2k+1 -nn t dt 
oo 人 ges 0) 
< CHL(f)(zo0). 


于 是 ， 定 理 证 毕 . 口 
定理 3.5 若 Fe Lr(R"), 1<p < oo, 则 对 a.e. zo ER", 有 


lim a = 和 
lm (f+ Ps) = foo) 
(zy)ETa(zo) 


对 于 一 切 a > 0 成 立 . 即 f* PP 几乎 处 处 非 切 向 收敛 到 /. 
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证 首先 证 明 : 车 fe Ce(R"), 则 定理 的 结论 成 立 . 事实 上 ， 
当 fe C8(R") 时 ， 对 任 给 的 = > 0, 存在 6 > 0, 使 得 当 


u€B(z0,6)={7: lz0—-7T|<6} 


时 ， 
|f(w) — f(zo)| < <. 
我 们 有 


IUD) -yeol=| AUe-0-7eolaw 
< ese- 0 -fle er 
f fe) fe) 
t|> 生 


当 |z-zol < 和 且 上 由 < § 时 , 有 ZI-t€ B(zo,6). 因此 当 |z-zol < $ 
时 ， 
/ed -fd < 

ltl<é/2 

又 由 Je C&(R"), 得 
UC A 
[二 
< 2lflle / P(r)dr — 0, By 0. 
ltl> 务 


由 此 推 得 : 对 任 一 zo € R", 及 任 一 Je Ce(R"), 有 


lim sup ,If * Py)(z) — f(zo)| = 0. 
(zy)—(20,0, 
(zy)eTa Co) 


现在 设 fe ZP(R"), 1 < p < co 由 本 章 推论 2.2, 存在 ok 6 
CE(R"), 使 得 
lim If ~ gxlls =0. 
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于 是 由 不 等 式 


I(f *# P,)(z)— f(zo)| < I(f — gr) * P(z)|+ 
(gx * Py)(z) — gr(zo)| + lgr (xo) — f(zo)| 


以 及 定理 3.1 得 到 


limsup 。 ) If * P,)(z) — f(zo)| 
(>， ere) 
< sup |(f- gr)*P,(z)|+lge(zo) — f(zo)| 
(z,y)ETa(z0) 
< CHL(f — gx)(z0) 十 |gk(zo) — f(zo)| 
于 是 
ml({zo € R": lim sup|(f * P,)(z)— f(zo)| > 和 }) 
<m({zo ER": CHL(f — gk)(z0) > + 
m({zo € R™: |gk(z0)— f(z0)| > 3) 
Sm({z0 ER": HL -gi)(e0) > 坟 ) + (3) Hf = gl 
由 算 子 HL 的 弱 (p,p) 型 ， 便 推出 


m({zo € R™: lim sup|(f * P,)(z) — f(z0)| > A}) 
< CA-zlj ~ grlle. 


如 注意 到 |f 一 gkllp 一 ? 0, 太一 co, 便 得 ， 
mE(a) =0, a > 0. 


显然 ， 当 a >8 > 0 时 ，B(6) c E(a). 所 以 ， 
m( LU E(o)) = m( ER)=0. 
a>0 k=1 
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于 是 ， 定 理 证 毕 . 


人 


en 


习 题 


. 设 0<a< 号 ,n>2. 定义 算 子 了 为 


TU)(z) = / lz -y+ (yy) dy. 


{yERn: |z—yl<1} 


证 明了 为 (p,p) 型 的 ，1<P < 2o. 


. 设 1<p< oo0,f EL?(R"),ge Lr (R"), 其 中 二 + 去 =1. 证 明 


J*g 是 有 "上 的 有 界 连续 函数 


. 构造 一 f se C&(R), 使 得 f 在 原点 取得 最 大 值 1. 
. 设 G1 和 G2 为 R" 中 的 有 界 开 集 ， 且 G1 C G2. 试 具体 构造 


一 Je Ce(R"), 使 得 


i Zoe 


， zeG5 


. 设 KeL(R"), 且 /4, K(z)dr=1. 车 f ECe(R"), 则 D"(f# 


Ke)(z) 在 R" 上 一 致 收敛 于 D*f(z) ( 当 e 一 0), 其 中 lal<m 


. 设 T(e > 0) 为 L(R") 忆 下 (可 测 函 数 类 ) 的 一 族 线性 算 子 ， 


定义 算 子 7”: 
T*(f)(z) = suplTe(f)(o)|. 


证 明 : 车 7T* 为 弱 (1,1) 型 的 ， 且 关系 式 
lim Te(9)(z) = g(z) ae. 


对 任 一 9E C(R")nNL(R") 成 立 , 则 此 关系 式 对 任 一 六 Ee L1(R") 
也 成 立 . 
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7. 证 明 : 若 fe IP(R"),1<p<o, 则 


fe-d -0 0 S20 
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第 五 章 ”Fourier 变换 


81， Di(R") 上 的 Fourier 变换 


设 z= (zl zn), Y= (Wyn) ER". 记 
Ty = zl 十 …. 十 znyn， |z| = Vzz. 
定义 1.1 设 feL(R"), 则 
了 = 人 ycy 由 


叫做 的 Fourier 变换 ， 也 可 记 作 有 = 天 (f). 


定理 1.1 设 fe 三 (R"), 则 有 

(1 fe L>(R"), NAN < lh; 

(2) 天 在 R" 上 一 臻 连续 ; 

(3) | lim flz) = 0. 

证 (1) 由 定义 1.1 直接 看 出 ， 由 等 式 


Rat -fs)= {fe ire Day 


fe+h) -Fl < {Wasin ryhlay. 


上 式 右 端的 量 同 z 无关 ， 且 当 h 一 0 时 ， 由 控制 收敛 定理 知 它 为 
无 穷 小 量 ， 故 (2) 成 立 ， 最 后 ， 由 于 形 如 


f(z) = D crxo, (7) 


kl 
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的 简单 函数 在 L1(R") 中 稠密 ， 其 中 Qk 为 立方 体 ， 于 是 , 为 证 (3)， 
只 须 证 明 (3) 对 任 一 立方 体 8 的 特征 函数 x。 成 立即 可 ， 而 后 者 
的 证 明 可 通过 将 Xe(z) 表达 式 中 的 积分 化 为 累 次 积分 计算 后 便 可 
得 到 ， 口 

定理 1.2 (乘法 公式 ) 设 六 9 e I(R"), 则 


f sear= /jie 
Rn Rn 


证 由 Fibini 定理 ， 


hrm = 人 ya {oe wea) a 
=/ {fe )s a 


= 人 fly)g(y) dg 
定理 1.3 (导数 公式 ) 设 fe 1(R"), 以 及 zf(z) e LA(R"), 
则 有 
0 
2 = 丰 (-2riy, f(y))(z) 
Ak = (0,…,0,6,0,.…,0) (5 > 0,6 为 第 上 个 分 量 . ) 
于 是 
EEA fe Fl esis tetas) ~ oarvsi] dy 
;ee-2riy6 _ 1 
E / A 
由 


1 1 1 
1 < 2rly,l 
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及 y.f(y) e LT(R"), 并 使 用 控制 收敛 定理 ， 得 
of(z) 
Or, 


= lm lfte + An) ~ fla)] 


—2riy.6 _ 1 


= 人 fe ve jim 一 
= [Carv fe rive dy 
= fF(-27iy, f(y)).0 


定理 1.4 (导数 公式 ) 设 feLi(R"), 且 $2 EZLi(R"), 则 
7 (GE) (0) =2ris, fe) 


证 我 们 有 


8 : 
F(A Su )@) 本 有 2 dy 


-2xi D) ymzm 
=/ e ma#k 
Rn-: 


(I 


mA#k 
分 部 积分 计算 得 到 
站 
上 2 
于 是 By) 
fF( )®) = 2xiz, f(z).0 


注 定理 1.3 表示 对 函数 f 先 作 Fourier 变换 ， 后 求 导 的 计算 
公式 . 定理 1.4 表示 对 函数 先 求 导 , 后 作 Fourier 变换 的 计算 公式 . 
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定理 1.5 (着 积 的 Fourier 变换 ) 设 记 9 有 (Rn), 则 
FU +9) = FD) Fl9) 
证 由 Fibini 定理 ， 
F090= {fw a mir a 
= 人 | 人 fl(u — ye a) dy 
= [0{ {remem en) wa 
= (ft) (se ay) 


注 定理 1.5 的 重要 性 在 于 Fourier 变换 把 卷 积 运算 变 为 乘积 


运算 . 


设 六 为 一 平移 变换 ， 即 7hf(z) = f(z 一 及. 
定理 1.6 设 fe Li(R"), 则 

人 (maf)N(z) = ei fz), 

的 (mf)(z) = (eiet f(t)) (2). 

证 由 Fourier 变换 和 平移 变换 的 定义 直接 推 得 .。 口 

注 (i) 表示 先 作 平移 变换 ， 后 作 Fourier 变换 的 计算 公式 


(ii) 表示 先 作 Fourier 变换 ， 后 作 平 移 变换 的 计算 公式 . 


设 bc 为 一 伸缩 变换 (a > 0), 即 baf(z) = f(az). 由 Fourier 变 


换 和 伸缩 变换 的 定义 直接 推 得 . 


定理 1.7 (bo 力 ^(z) = a "f(#). 
例 设 B(z) = e-?"i?l, 则 鲁 (z) = P(z), 其 中 P(z) 为 n 维 


Poisson 核 . 
证 证 明 时 需要 用 到 恒等式 
i 
e = 去 / 7 du, t ER. (*) 
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恒等式 (*) 可 由 对 函数 
itz 


1 
?7) = TF 


在 复 平面 上 的 以 原点 为 中 心 ， R(R > 1) 为 半径 的 上 半圆 周 上 做 
围 道 积 分 并 使 用 留 数 定理 而 得 到 .于 是 ， 由 (*)， 


B(x) =/ e-2rlyle-2rizy dy 
Rn 
1 /me np 一 
= 一 一 —=e du ye 一 yd 
.{ 去 | Vi M 
0 n 
1 fe /rr /” ,nari 
= -一 | -m2rizydy, dd 
Vi,h 二 (工人 | 
n oo ; 
II/ eV 


Ne 6 
Vr o vu j=1/-~ 


-人 


的 
= 于/ w+ gu 
0 


1 了 人 Bl 
三 -一 一 一 一 一 一 一 一 sie :sds 
7 (1+|zl?) Jo 
= P(z)O 


定理 1.8 (Fourier 变换 的 反 演 公式 ) 设 fe Li(R"). 若 fe 
Z(R"), 则 


J@= 人 jererd ae 
此 外 ， f 还 是 连续 函数 时 ， 上 式 处 处 成 立 . 
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证 记 
PDE) = {Feise elay, >0. 
局 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 得 
mR = {Fe ey 
另 一 方面 ， 由 定理 1.2, 1.6 及 1.7 可 得 
已 (f)(z) = 人 f(y) (eite-2relt) ‘(yy) dy 
= [fry) dy 
= {fre my) dy 
=/ f(y)ree-"e2r(Y) dy 
及 nm € 
= /WR -dy = (+P)), 


其 中 忆 为 Poisson 核 于 是 ， 由 第 四 章 推论 2.5, 得 
lim Pe(f)(z) = f(z), ae. 


因此 
/0)= | fyerier dy, aea 
民 


显然 ， 若 f 还 是 连续 函数 ， 则 上 式 处 处 成 立 . 


82. 2(R") 上 的 Fourier 变换 
我 们 知道 ， Z(R") 和 [2(R") 并 无 包含 关系 . 但 CE(R") 在 
LIP(R") 中 稠密 ，1 <P< oo. 故 三 (Rn DZ2(Rn) 在 22(Rn) 中 得 
密 ， 据 这 一 事实 ， 我 们 将 Fourier 变换 的 概念 拓 广 到 L?(R") 上 . 
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定理 2.1 (Plancherel) 若 六 e Li(R")NL2(R"), 则 feL?(R"), 
且 风 
(fll2 = (fll2. 
证 记 g(z) = f(z), 及 f(z) 为 f(z) 的 复 共 辆 . 定义 h = gxf. 
由 Holder 不 等 式 可 得 


MO -Mal=| [WD 1 Ty 
| Jan 
< (5) f(z)a fl 
于 是 ，h Ee C(R") Li(R"). 由 本 章 定理 1.5, 有 


Ah=9.7. 
但 9(z) = 凡 -z), 以 及 


fo)= | Fe dy = fs), 


故 hz) = | 成 -zj > 0, 以 及 久 E [1(R")， 注意 到 h€ C(R") mn 
L1(R"). 由 Fourier 变换 的 反 演 公式 得 


h(0) = 人 jz) dz 


上 式 左 端 为 1 此, 而 右 端 为 7. 口 

由 定理 2.1 知道 ， Fourier 变换 下 为 L1 nL? 一 > L? 的 有 界 
线性 算 子 ， 其 范 数 为 1. 于 是 三 可 以 唯一 地 从 稠 子 空间 Li NL? 保 
范 地 延 拓 到 全 空间 L? 上 ， 这 个 延 拓 后 所 得 的 算 子 仍 记 作 天, 定义 
为 L? 上 的 Fourier 变换 .由 Fourier 变换 的 反 演 公式 可 知 ， 大 为 
Z2 到 自身 的 单 射 (不 同 的 元 ， 其 象 必 不 同 ). 下 面 ， 我 们 来 证 明 下 
还 是 满 射 ， 为 此 ， 先 证 

引 理 2.2 设 


4= (aan) ER", B= (bh,.,bn) ER", 
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且 mj<b(L<7J<nm). 如 记 


1 4 
pablt) = pA 一 ezrlat)，-oo <a<b<o,teR, 
Ti 


以 及 


四 
24,B(Z) 一 开 Pas,b; (Ti), TER", 
j=1 


则 pap Ee 2(R"), 且 天 (yp4,8) = Xa.a, 其 中 


Xas(z) = [I x0; (23) 


这 1 
L 
i 1, a<zi<b 
1 
Xaj,b; (Ti) = 2 Ci= 0 或 zj = 0b; 
0, zj ¢ [a;,b)] 


证 只 须 对 n= 1 的 情形 给 出 证 明 ， 由 于 yas(t) € C(R), 且 
当 上 一 oo 时 ， 
Palt) = O(=), 


t 
故 yas E L2(R"). 设 me N, 并 记 


m (1) 2 {Pawlt), Hl < m， 
NY fe hy 
则 
yr, € LR) N LR), 
且 2 
,lim ya E ga. 
由 L?-Fourier 变换 的 定义 


F(pa8) 一 天 一 lm Fpr,). 
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但 逐 点 地 有 


lim Fexo)(s) = lim / 


—m 


m e2ribt _ Ci . 
2rit 

a ™ sin 27(b — s)t ~ sin 2r(a 一 5) 
= lim 


m0 nt 


t 
dt = xa,t(s), 


因此 f(ypas) = xXxas: OD 


定理 2.3 三 为 L? 到 自身 的 满 射 . 

证 引 理 2.2 中 函数 Xe 生成 的 线性 流 形 在 L? 中 稠密 ， 且 每 
一 个 x.s 都 是 丰 的 象 ， 故 只 须 证 明 : Z2 在 下 作用 下 的 象 是 7 
的 闭 集 . 但 后 者 是 显然 的 . 事实 上 ， 下 作为 Z2 上 的 有 界线 性 算 
子 ， 保 持 范 数 为 1. 口 

由 以 上 可 知 : 下 是 L? 到 自身 的 等 距 同 构 映 射 . 我 们 把 大 的 
逆 映 射 记 作 大 -1, 它 也 是 Z2 上 范 数 为 1 的 有 界线 性 算 子 . 


定理 2.4 (Plancherel) 设 fe LI?2(R"), 则 
(F-1f) (2) = (F7)(-%). 
证 先 设 feLi(R")nL2(R"). 记 
no) = FD-D = [fevay. 
局 
任 取 ge Li(R") mn Z2(Rn), 作 内 积 (9 用: 
01) = [soa 
= {a0 /Te ee 
=/ Tw = (8) 
记 居 = 下 -1( 有 则 了 = 天. 于 是 
(g,h) = (Fr) 
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但 大 为 Z2 到 自身 的 等 距 同 构 映射 ， 故 有 
他 大) = (9 和) 
由 此 得 到 
(gh) = (9,"), Vge LD'(R")N LR") 


由 Lin I? 在 L? 中 稠密 的 事实 ， 可知 上 式 对 一 切 9 e 严 (R") 成 
立 ， 由 此 推出 h* = h, 即 


(FI1)(z) = (Ff)(-z), fe LR")NLIR"). 
再 一 次 使 用 LiNL? 在 [2 中 的 稠密 性 , 可 知 上 式 对 任 一 f€ L?(R") 
成 立 . 

我 们 既然 有 了 LI(R") 和 Z2(R") 上 Fourier 变换 的 概念 ,自然 
可 以 进一步 将 Fourier 变换 的 概念 拓 广 到 ZP(R") 上 ，1<p<2. 
这 个 想法 的 依据 是 : 当 1<p<2 时， 


Ir(R") C LI (R")+ L2(R"), 


意 即 对 任 一 jE LP(R"), 1 <p <2, 必 存 在 f 的 分 解 f = fi 十 fo， 
使 得 用 eZL(R") 以 及 户 e I2(R"). 事实 上 ， 取 


fi(z) = f(z)x{Is(a)l>1}(7) 
户 (z) = f(z)X{f (21}(7) 


即 可 ， 于是， 自然 定义 
Ff=Ff+ff. 


利用 这 个 定义 ,容易 将 本 章 的 定理 1.5 和 1.2 分 别 拓 广 为 下 面 两 个 
定理 . 
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定理 2.5 设 feLr(R"),1<p<2, 车 ge Li(R"), 则 
F(f #9g)(7) = F(f)(z): F(9)(z). 
定理 2.6 设 feL2(R"), ge 2(R"), 则 
人 yasaa= {Frale)ar. 
Rr" Rr" 
最 后 ， 我 们 利用 算 子 插值 的 Riesz-Thérin 定理 来 建立 一 个 关 
于 Fourier 变换 的 很 有 用 的 不 等 式 . 


定理 2.7 (Hausdorff-Young 不 等 式 ) 设 J eZIz(R"),1<p<2 
则 fe ZP(R"), 且 


|Allp < fl 
证 由 本 章 定理 1.1(1), 大 为 (1,0%) 型 的 ， 且 
Alle < ll. 
又 由 本 章 定理 2.1 及 L?-Fourier 变换 的 定义 ， 才 为 (2,2) 型 的 , 且 
IAl2 = Il 


取 
(po,90) = (lco)， (pi1,g1) = (2,2), (pi,gq) = (pp 


使 用 Riesz-Thirin 定理 时 ， 便 得 
lw < Il 


83， 对 Fourier 积分 的 一 个 应 用 


对 于 fe L(R"), 我 们 把 形式 积分 
[Feriesay 0) 


203 


叫做 f 的 Fourier 积分 ， 由 Fourier 变换 的 反 演 公式 (定理 1.8) 可 
知 : 当 j Ee 及 (Rn), 且 了 e 三 (BR") 时 ， 上 述 广 的 Fourier 积分 存 
在 , 且 | 

/Ryerievay = (0) ae 


然而 ， 在 一 般 情 况 下 ， 了 #4 LI(R"). 此 时 ， 了 的 Fourier 积分 是 一 
个 发 散 的 积分 ,在 这 种 情况 下 ， 如 何 通 过 让 来 表达 /成 为 一 个 很 
有 意义 的 问题 ， 我 们 可 以 用 一 个 依赖 于 参数 。 > 0 的 具有 某 种 好 
的 性 质 的 函数 亚 (zie) 乘 到 (1) 的 积分 号 内 ， 作 成 Lebesgue 积分 


IO = {Flere rg dy @ 


然后 令 。 一 04, 考虑 在 一 定 尺度 下 ,极限 是 否 等 于 f. 这 种 办 法 通 
常 叫做 Fourier 积分 的 求 和 能够 做 到 这 一 点 是 同 的 性 质 密切 
相关 的 . 记 旬 = yp, 我 们 可 以 将 (2) 式 通过 Fourier 变换 的 性 质 改 
写成 


so) = {Fee (ey) 
= /WF (eB (en) (y) dy 
= 人 yzzlee ) yw 
= {fF (8() ) 
= 六 fly)e "vp (2) dy 
= Up)(o), 图 


其 中 ， 我 们 先后 用 到 了 定理 1.2, 1.6 和 1.7. 于 是 积分 (2) 是 否 (在 
一 定 尺 度 下 ) 收敛 于 f 的 问题 被 转化 为 卷 积 算 子 序列 收敛 或 恒 等 
逼近 算 子 的 问题 因此， 根据 第 四 章 定理 2.1(p = 1) 和 定理 2.4 
(p = 1), 便 直接 推 得 
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定理 3.1 设 eLi(R"), $=yeLi(R"), 有 是 
(0)= dzr=1. 
O= /ra 


那么 
(a) 车 fe Li(R"), 则 


dim, lee(f) -fl =0. 
(b) 车 fe Li(R"), 且 对 某 一 入 > 0， 
92(z)=O((L+jz)-”、)， 


则 
ji Be(f)(s) = f(z) ae 


如 果 更 e ZL(R") nL2(R"), 那么 利用 L?-Fourier 变换 的 理论 
可 以 将 定理 3.1 作 进一步 的 推广 为 此 , 设 feLi(R")+ ?2(R"). 
因此 ， 有 f 的 分 解 

f=fi+fo 


其 中 ， 久 €E Li(R"), 户 e 严 (R"). 由 (3) 式 得 
Be(fi)(z) = (fi* pe)(z). 


其 次 ， 由 Plancherel 定理 可 知 Pe L?(R"). 注意 到 定理 1.6 和 1.7 
对 fe I2(R") 也 是 成 立 的 ， 于 是 ， 如 使 用 定理 1.6, 1.7 和 2.6 并 
依 类 似 于 (3) 式 的 证 法 ， 同 样 有 


Be(f2)(z) = ( 户 * pe)(z). 


因此 ， 得 到 
Be(f)(z) = (了 * 9e)(z). 
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于 是 得 到 
定理 3.2 设 e Li(R")N ZL(R"), 1<p<2. 如 果 


= veL(R") 且 sO- /vlo) d=1 
那么 
(a) 对 于 f€ Lr?(R"), 
lim ll®e(f) — fll, =0 
(b) 对 于 f e Lr(R"), 车 对 于 某 和 >0 
9(7) = 0((1+ |z|)-"™*), 


则 
lim ®.(f)(z) = f(z), ae.D 


习 题 
1 设 f(t) = Xe(b, te 及 证 明 了 (可 )、 
2. 设 fe Li(R"), 且 fe Li(R"). 证 明 

TF (FFE)) = FF Iz)) = f(z) ae. 

3. 设 fg EL2(R"). 证 明 : 若 广 = 人 则 

f=g ae. 
4. 证 明 : 若 f,g€ I2(R"), 则 

(+9) = fx 
5. 设 fg E L2(R"). 证 明 
FAG)=f#g 

6. 设 B(z) = e-2rl?|. 试 证 和 满足 定理 3.2 的 条 件 . 
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名 词 人 名 符号 索引 


(以 汉语 拼音 字母 顺序 排列 ) 
例 : (1.1.3) 表示 “第 1 篇 , 第 1 章 ， 第 3 节 ” 


Banach, Stefan, (1.1.3) 
波兰 人 ( 1892 ~ 1945). 

标准 正 交 系 (1.1.3). 

闭 集 (1.2.1). 

闭 包 (1.2.1). 

Borel, Emile, (1.2.3) 
法 国人 ( 1871~ 1956). 

Borel 代数 (1.1.6). 

Borel 集 (1.1.6). 

Borel 矩形 (1.2.5). 

C1 变换 (2.1.2). 

Carathéodory, Constantin ， 
(1.1.6) 
德国 人 (1873~ 1950). 

Carathéodory-Hahn 
扩张 定理 (1.1.6). 

Carathéodory 条 件 
(1.1.6). 

测度 (1.1.1). 

测度 空间 (1.1.1). 

乘积 测度 (1.1.7). 
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乘积 空间 (1.2.6). 
乘积 拓扑 (1.2.5). 
乘积 Radon 测度 (1.2.5). 
C(X) (1.2.1). 
代数 (1.1.6). 
单调 类 (1.1.7). 
单调 类 定理 (1.1.7). 
Eropos, MuTrpur 
PenopoBauy, 
(1.1.2). 
俄国 人 ( 1869~ 1931) 
Euclid (1.2.2). 
希腊 人 
约 公元 前 330~ 
约 公元 前 275， 
Euclid 拓扑 (1.2.2). 
f <U (1.2.3). 
Fatou, Pierre, (1.1.2). 
法 国人 (1878~ 1929) 
Fatou 定理 (1.1.2). 


Fourier, Jean Baphiste 


Joeph, (2.5.1). 

法 国人 (1768~ 1830) 
Fourier 变换 (2.5.1). 
Fourier 积分 (2.5.3). 
甩 型 集 (1.2.2). 

分 布 函数 (1.1.3). 

负 集 (1.1.4). 

负 变 差 (1.1.4). 

Fubini, Guido, (1.1.7) 
意大利 或 美国 人 
(1879~ 1943). 

Fubini 定理 (1.1.7). 

Fubini-Tonelli 定理 
(1.1.7). 

符号 测度 (1.1.1). 

广义 实数 系 (1.1.1). 

Haar, Alfted (1.2.6) 
匈牙利 人 (1885~ 1933). 

Haar 测度 (1.2.6). 

Hahn, Hans, (1.1.4) 
德国 人 (1879~ 1934). 

Hahn 分 解 (1.1.4). 

Hamel, George Karl 
Wilhelm, (1.1.3) 
德国 人 (1877~ 1954). 

Hamel 基 (1.1.3). 

Hardy, Godfrey 
Harold, (2.3.1) 
英国 人 (1877~ 1947). 
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HL (Hardy-Littlewood 
极 大 函数 ) (2.3.3). 

Hausdorf, Felix, (1.2.1) 
德国 人 (1868~ 1942). 

Hausdorff 空间 (1.2.1). 

Hausdorff 外 测度 (1.1.6). 

Hilbert, David, (1.1.3) 
德国 人 ， 生 于 哥 尼 斯 堡 
(1862~ 1943). 

Hilbert 空间 (1.1.3). 

Holder, Otto 
Ludwig, (1.1.3) 
德国 人 (1859~ 1937). 

Halder 不 等 式 (1.1.3). 

计数 测度 (1.1.1). 

简单 函数 (1.1.2). 

紧 集 (1.2.1). 

卷 积 (2.4.1). 

局 部 紧 (1.2.2). 

距离 外 测度 (1.1.6). 

绝对 连续 (1.1.4). 

Jordan, Camille, (1.1.4) 
法 国人 ( 1838~ 1922). 

Jordan 分 解 定理 (1.1.4). 

距离 外 测度 (1.1.6). 

卷 积 (1.2.7). 

开 复 盖 (1.2.1). 

开 集 (1.2.1). 

开 和 矩形 (1.2.5). 


开 邻 域 (1.2.5). 

可 测 空间 (1.1.1). 

可 测 函数 (1.1.2). 

可 测 集 (1.1.1). 

可 测 和 矩形 (1.1.7). 

可 测 矩 形 的 面积 (1.1.7). 

可 列 可 加 性 (1.1.1). 

可 数 集 (1.2.2). 

扩张 (1.1.6). 

LCHS (1.2.2). 

Lebesgue, Henri Leon, 
(hy 
法 国人 (1875~ 1941). 

Lebesgue 定理 (1.1.2). 

Lebesgue-Stieltjes 测度 
(1.1.6). 

Lebesgue-Stieltjes 外 测度 
(1.1.6). 

Levi, Beppo. (1.1.2) 
意大利 人 ( 1875~ 1961). 

Levi 定理 (1.1.2). 

连续 函数 (1.2.1). 

连续 映射 (1.2.1). 

Lindelof Ernst Leonard, 
(2.2.1) 
芬兰 人 ( 1870~ 1946). 

零 集 (1.1.4). 

Lipschitz, Rudolph, 

(2.1.1) 


德国 人 (1832~ 1903). 
Littlewood, John Edensor, 

(2.3.1) 

英国 人 (1885~ 1977). 


JIy3HH，Hrikora 痢 


HzkoxaeByd , (1.2.4) 
俄国 人 (1883~ 1950). 
JIy3MH 定理 (1.2.4). 
Marcinkiewicz, Jozef, 
(2.2.2) 
波兰 人 (1910~ 1940) 
Minkowski, Hermann, 
(1.1.3) 
德国 人 ， 生 于 立陶宛 
(1864~ 1909). 
N (1.1.1). 
内 部 (1.2.1). 
内 正则 条 件 (1.2.3). 
Nikodym, Otto Martin, 
(1.1.5) 
1887~ 1974, 
美国 人 ， 生 于 波兰 
拟 线性 算 子 (2.2.2). 
(P,9) 型 (2.2.2). 
Parseval, Marc-Antoine, 
(1.1.3) 
法 国人 ( 1755~ 1836). 
Phragmen, Lars Edvard, 
(2.2.1) 


法 国人 (1863~ 1937). 
Phragmen-Lindel6f 
三 线 定理 
(2.2.1). 
Plancherel, Michael, 
(2.5.2) 
瑞士 人 ， 生 于 德国 
(1885~ 1967). 


了 Plancherel 定理 (2.5.2). 


Poisson, Simeon-Denis 
Baron, (2.4.3) 
法 国人 (1781~ 1840). 

奇异 (1.1.4). 

全 变 差 (1.1.4). 

Rn (1.1.1). 

Radon, Johann Karl 
August, (1.1.5) 


奥地利 人 ( 1887~ 1956). 


Raon 测度 (1.2.3). 

Radon-Nikodym 定理 
(1.1.5). 

Radon-Nikodym 导数 
(1.1.5). 

Riemann, Georg 
Friedrich Bernhard, 
(1.1.3) 
德国 人 (1826~ 1866). 

Riemann-Stieltjes 积分 
(1.1.6). 
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Riesz, Friedrich, (1.1.2) 
匈牙利 人 ( 1880~ 1956). 

Riesz 表现 定理 (1.2.3). 

势 (1.1.1). 

o 环 (1.1.1). 

0 代数 (1.1.1). 

0 有 限 (1.1.1). 

Stieltjes, Thomas Joannes, 
(1.1.6) 
荷兰 人 (1856~ 1894). 

算 子 插值 (2.2.2). 

To 空间 (1.2.6). 

五 空间 (1.2.6). 

7T2 空间 (1.2.6). 

Tz 公理 (1.2.1). 

ZT 公理 (1.2.1). 

Thérin (2.2.1). 

Tietze (1.2.2). 

Tietze 延 拓 定理 (1.2.2). 

TuxoHOB,AHApei 
Huronaesuy, (1.2.6) 
俄国 人 (1906~ ) 

TuxoHoB 定理 (1.2.6). 

特征 函数 (1.1.2). 

Tonelli, Leonide , (1.1.7) 
意大利 人 ( 1885~ 1946). 

Tonelli 定理 (1.1.7). 

投影 (projection) (1.2.6). 

拓扑 空间 (1.2.1). 


拓扑 (1.2.1). 

拓扑 群 (1.2.6). 

Vitali, Giuseppe, (1.1.3) 
意大利 人 (1875~ 1932). 

Vitali 复 盖 引 理 (2.3.2). 

完全 的 测度 (1.1.1). 

外 测度 (1.1.6). 

外 正则 条 件 (1.2.3). 

ww(p,9) 型 ( 弱 (p,q) 型 ) 
(2.2.2). 

线性 算 子 (2.2.1). 

YPppicon, Ilapen 
Camyuno6uu, (1.2.1) 
俄国 人 ( 1898~ 1924). 

YPpEtcoa 引 理 (1.2.1). 

YPpmcon 延 拓 定理 (1.2.1). 

相关 拓扑 
(relative topology) 
(1.2.6). 

么 模 群 (uni-modular group) 
(1.2.6) 

一 致 连续 (1.2.6). 

右 模 函 数 (1.2.6). 

有 限 的 子 复 盖 (1.2.1). 

右 一 致 连续 (1.2.6). 

右 Haar 测度 (1.2.6). 

Young, William Henry, 
(1.1.3) 
英国 人 (1863~ 1942). 


212 


Young 不 等 式 (1.1.3). 

正则 (regular) 变换 (2.1.2). 

正规 空间 (1.2.1). 

正 集 (1.1.4). 

正 变 差 (1.1.4). 

正 交 维 数 (1.1.3). 

正则 的 (regular) 外 测度 
(1.1.6). 

正则 积 (1.2.5). 

准 测度 (1.1.6). 

Zorn, M. (1.1.3) 
德国 ~ 美国 人 
(1935~ ). 

Zorn 引 理 (1.1.3). 

左 一 致 连续 (1.2.6). 

左 Haar 测度 (1.2.6). 


